SOBRE COMO ESTIMAR EL NUMERO DE COINCIDENCIAS QUE SUFREN
APILAMIENTO Y LA FRACCION DE ELLAS QUE SE PIERDEN PARA UNA

DETERMINADA VENTANA DE ENERGIA

Coincidencia con apilamiento: es la coincidencia en la que al menos uno de los

singles que la componen estuvo afectado en el proceso de integracién por dos o mas
fotones cumpliendo que los dos fotones que produjeron sendos disparos en los
detectores se correspondan con los dos fotones de aniquilacion del mismo par electron-
positron.
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El apilamiento supone dos problemas en PET:

e Desconocimiento de la energia real depositada por el foton que provoca
el disparo. Esto da lugar a la pérdida de coincidencias por superar el limite
superior de la ventana de energia y la a inclusion de coincidencias que por
existir apilamiento superan el umbral inferior de la ventana de energia,
aumentando el numero de coincidencias de scatter.

e Mal posicionamiento de la interaccion debido a que la logica de Anger
mezcla la informacion de los distintos pulsos para la obtencion del centroide.

Para que un single sufra apilamiento, los pulsos de dos o mas fotones detectados

en el mismo detector deben coincidir parcial o totalmente en el tiempo que dura la
integracion. Para poder estimar la probabilidad de que ocurra un suceso de este tipo
hacemos el siguiente razonamiento. Supongamos que en un instante t tenemos un foton
que llega a un detector, provoca un disparo y se procede a su integracion durante un
tiempo Tiy. Para que se produzca apilamiento, al menos otro fotébn debe alcanzar el
detector dentro del intervalo [t-Tiy, t+Tiy]. La probabilidad de que esto ocurra sigue una
distribucion de Poisson ya que la media es mucho menor que 20 como se explica en la
pagina 20 del Knoll (ver figura 1)
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Figura 1: valor de la media frente a tiempo durante el cual pueden coincidir los fotones para diversos
valores de tasa de singles medidos.

Queremos calcular la probabilidad de que para un evento ocurrido en t, haya otro
que ocurra en el intervalo dt a un tiempo T del anterior. Para esto debe suceder que
durante un tiempo T no haya ningln otro evento y si que lo haya en el intervalo dt
inmediatamente posterior.

C e, ) Xe ™
Distribucion de Poisson P(x)=

x!
donde x esla mediay xes el nimero de sucesos ocurridos

La media de la distribucion es X = pn = (AT A&, )(N) = sAT

donde p es la probabilidad de detectar un fotén y n el nimero de intentos. En este caso
el nimero de intentos es el nimero de nucleos radioactivos en el objeto y la
probabilidad es una combinacién de la constante de decaimiento (A) que expresa la
probabilidad de desintegracion de un nucleo por unidad de tiempo, &gngle que es la
eficiencia de deteccion para un fotén emitido en cualquier direccion y AT que es el
tiempo durante el cudl se espera que ocurra el suceso. La combinacion de todo menos el
tiempo nos da la tasa de singles sin tiempo muerto medidos por el detector (s), cuyo
valor puede ser medido y que utilizamos para el calculo de las probabilidades.
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En el caso que nos ocupa la tasa de singles primarios y secundarios es la misma
puesto que se trata del mismo detector. Por tanto, la tasa diferencial de singles con
apilamiento (a) viene dada por

a=e*"-s°dT

Segin podemos ver en la figura 2, el valor de la exponencial es muy proéximo a

uno para el caso de coincidencias aleatorias puesto que la ventana de coincidencias es



muy pequena (5-10 ns). En el caso que nos ocupa el tiempo de integracion suele estar
entre 100 y 1000 ns de manera que esta exponencial no tiene un valor proximo a uno
para tasas de singles por detector habituales ((50-1000)x10* s). Para el caso de
coincidencias aleatorias la tasa de singles entre un detector y todos los que estdn en
coincidencia con ¢l no tiene por qué coincidir por lo que la distribucion diferencial de
coincidencia aleatorias viene definida por
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Figura 2: valor de exp(-sT) frente a la tasa de singles sin tiempo muerto medidos para diversos valore de
T

Para el la tasa de singles con apilamiento tendremos la expresion
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Figura 3: Estimacion de la tasa de singles con apilamiento con y sin aproximacién a uno de la
exponencial para un tiempo de integracion de 220 ns

El ratio entre la tasa con y sin aproximacion se muestra en la figura 4 de manera
que se ve el error de estimacion que habria en el caso de usar la aproximacion en la tasa
de singles con apilamiento.
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Figura 4: ratio entre la estimacion de la tasa de singles con apilamiento con y sin aproximacion a uno de
la exponencial con un tiempo de integracioén de 220 ns.



Es importante aclarar en este punto que la tasa calculada es solo de singles que
sufren apilamiento y no de coincidencias. Una coincidencia con apilamiento debe
cumplir como ya hemos dicho que al menos uno de sus single haya sufrido apilamiento.
La probabilidad de que ocurra esto para un par de detectores dados es

D, =P (apilal. Uapila, ) = p(apila,)+ p (apilaj ) - p(apilal. Napila, ) =
= (1 — e s ) + (1 — e T ) - (1 — g M )(1 —e T ) . (s:45,)

donde la probabilidad de apilamiento en un detector viene definida como el
cociente entre los singles con apilamiento y el total de singles
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Figura 5: Tasa de singles y coincidencias con apilamiento frente a la tasa de singles para un tiempo de
integracion de 220 ns

En conclusion, si tenemos un cierto nimero de coincidencias y corregidas por
tiempo muerto y con los randoms sustraidos entre dos detectores (c;j), el nimero de ellas
que estan afectadas por apilamiento seran

apila

G

=c;p (apilal. U apilaj ) =c, (1 _ ezﬂm(s,ﬂ/))

La expresion anterior nos da finalmente el nimero de coincidencias afectadas
por apilamiento pero sin tener en cuenta en ningin momento la ventana de energia
[Emin, Emax]. Por ejemplo, en el caso de las coincidencias aleatorias, la tasa de singles a
utilizar debe ser contando Unicamente los que se encuentran dentro de la ventana de
energia utilizada en las coincidencias. En el caso del apilamiento la cosa se complica.
La energia total dentro del intervalo de integracion es la que debe en este caso estar
dentro de la ventana de energia.
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Figura 6: se muestra la fraccion de singles con apilamiento que solo tiene dos pulsos apilados frente al
retardo para diversas tasas de singles.

Supongamos que el apilamiento se produce entre dos pulsos (ver figura 6). El
pulso que produce el disparo de coincidencia sera integrado totalmente y el otro pulso
parcialmente dependiendo de la separacion temporal respecto al disparo. La distribucion
de probabilidad del primero sera el espectro de energia normalizado de los singles
detectados sin apilamiento
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Figura 7: espectro de energia de los singles de coincidencias para un cilindro de 0,9 cm de diametro en
rPET simulado para baja (10° Bq) y alta (4-10” Bq) actividad.



En el segundo caso, una vez que el single es de apilamiento, la distribucién de
retardos respecto al disparo es equiprobable. La ecuacion del pulso registrado se expresa
comunmente como

TR _ e—t/ TRise
Pulso(t) =

TFall - TRise
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Figura 8: Pulso que se produce en el detector a la llegada de un foton que deposita energia. Ty=1 ns, Ty
=40 sn

Para saber la fraccion de energia integrada para cada retardo (Ty) tenemos la

siguiente funcion.
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Figura 9: Fraccion de energia que se integra del segundo foton retardado frente al valor del retardo

Si ahora queremos saber para una determinada energia depositada en el detector
por el foton apilado, qué fraccion de ellos quedaran fuera de la ventana de energia
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Para la coincidencia debemos mezclar la informacion que tenemos de los dos
fotones y hacer que cumplan la ventana de energia de manera simultanea. Para ello
tenemos en cuenta todas las posibles energias que sumadas quedan dentro de la ventana
resultado la siguiente expresion para la probabilidad total de que la energia de un single
que tenga apilamiento este dentro de la ventana de energia.

Emax Enax—E' IE"“"’E' F(To><Emax*E'E -F(T,)dT,
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Figura 10: explicacion visual de la condicion que deben cumplir los dos fotones apilados para estar dentro
de la ventana de energia.

La probabilidad de apilamiento dentro de la ventana queda

il _4 = (1= M
p (apl aq, )dentru - 7 Paeniro = e Paeniro

1

y la probabilidad de coincidencias entre dos detectores con apilamiento dentro de la
ventana

p ij _dentro

pij_dentru = p (apilai_dentru Y apilaj_dentro) = p(apilai )dentro + p(apilaj

)dentro

_p (apilaiidentro M apilajidentro ) =

— 2T, 2T, —2T,S; 2T
_(l_e )piidentro +(1_€ pjidentro - l_e l_e piidentropjidentro

con lo que el nimero de coincidencias con apilamiento dentro de la ventana

apila _dentro __
i - cijpij_dentru

El niimero de coincidencias que se han perdido por apilamiento sera
apila _ fuera

cz'] = cij pijﬁfuera
donde



P,-jffuem =p (apilaiifuera % apilaj,fuem) =P (apilai )fuera + p(apilaj )fuem -
—-p (apilai_ﬁ/era M apilaj_ﬁ‘em ) -
= (1 — )(1 = Di_dentro ) + (1 N eszime )(1 T Pj_deniro ) B



