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Resumen

En el presente trabajo, se aborda el estudio del modelo st, que consiste en un sistema de
bosones de dos niveles (con momento angular 0) en interaccién, equivalente al modelo de Lipkin
y que puede considerarse como una simplificacién del IBM (Interacting Boson Model) (véase [3]
v [4).

El anélisis llevado a cabo se compone de dos partes: la primera consiste en su caracterizacion
atendiendo a zonas de su espectro con diferente estructura, al comportamiento de magnitudes
de interés (pardmetros de orden) en dichas regiones y a la subsiguiente especificacién de cudles
son las fases que se presentan tanto en el estado fundamental como en los excitados. La segunda
se centra en la determinacion de la evolucion temporal del modelo y de la correlacién entre
las diferentes fases del sistema y el hecho de que se produzca termalizacién (o relajacién a una
situacién de equilibrio independiente de las condiciones iniciales). El tiltimo punto es un tema de
estudio e interés actual, puesto que no han sido dilucidadas en el marco de la Mecdnica Cudantica,
contrariamente a como ocurre en la Fisica Clasica, las circunstancias que implican la llegada de
un sistema a un estado de equilibrio. Abordaremos este asunto partiendo del caso concreto del
modelo st.

Demostraremos siguiendo el esquema anterior que el sistema presenta tres fases excitadas
con propiedades claramente diferenciadas, manifestdndose éstas en la estructura del espectro,
en la conducta de los pardmetros de orden y en la presencia de termalizacién en sélo dos de
ellas. La conclusién a la que se llega en cuanto a lo iltimo es relevante y novedosa: consiste en
la observacion por vez primera de una relaciéon directa entre una transicién de fase cudntica y
un cambio brusco en la relajacion al equilibrio y aplicabilidad de la colectividad microcandnica.

Abstract

The present essay puts forward the study of the st model, consisting in a two level (with
0 angular momentum) interacting boson system, equivalent to the Lipkin model and being a
simplification of IBM (Interacting Boson Model) (see [3] and [4]).

The analysis developed is made up of two parts, the first one being a characterization ac-
cording to the different structure zones that can be found in the spectrum, the behaviour of
magnitudes of interest (order parameters) within those regions and the subsequent specification
of which phases can be found in both fundamental and excited states; on the other hand, the
second one is centered in the determination of the model’s temporal evolution and the correla-
tion between different system phases and the process of thermalization (or relaxation towards
an equilibrium state independent of the initial conditions). As to the last point, it is a currently
studied issue, given that no circumstances under which the reaching of an equilibrium state is
guaranteed have been elucidated (unlike in the framework of Classical Mechanics). This topic
will be dealt from the perspective of a concrete case: the st model.

Following the previous scheme, it will be demonstrated that three excited phases with clearly
dissimilar properties are present, with them becoming evident in the spectrum structure, in the
behaviour of several order parameters and in the existence of thermalization only in two of
them. The conclusion reached concerning the latter point is relevant and new: it consists of the
observation for the first time of a direct relationship between a quantum phase transition and
an abrupt change in relaxation to equilibrium and applicability of microcanonical colectivity.



1. Introduccion

El estudio de las transiciones de fase cuanticas es notablemente relevante en el marco
de la investigacién actual. Goza, por una parte, de un interés teérico o fundamental avalado
por el afdn de explicar y caracterizar las diversas configuraciones (con subsecuentes propiedades
dispares) de ciertos sistemas en funcién de los valores de las variables que los gobiernan. Por otra,
la necesidad de su comprensién emerge en el desarrollo de aplicaciones eminentemente practicas
y de no menos transcendencia, como podrian ser las involucradas en la tecnologia necesaria para
conseguir el funcionamiento de un computador cuantico.

La descripcién clasica que sobre ellas se ha hecho es el pilar sobre el que se construye un
ulterior tratamiento cuantico. Segin [1], ésta se basa en afirmar que una transicién de fase tiene
lugar cuando la energia libre de Gibbs, g, no es analitica, de modo que alguna de sus
derivadas presenta una discontinuidad. La clasificacién de las mismas atiende al menor orden
de la derivada de g para la que hay un salto finito (transiciones de primer y segundo orden); en
el caso de existir un salto infinito en alguna de las segundas derivadas de g, Tisza les concede
el apelativo de transiciones A. Las magnitudes fisicas importantes seran, pues, las derivadas de
g con respecto a las variables que gobiernan el sistema. Nos indicaran si éste se encuentra en
una fase o en otra. Como ejemplo, podemos citar volimenes y entropias por unidad de masa, el
calor especifico a presién constante o el coeficiente de compresibilidad de una sustancia.

Cudnticamente se establece un claro paralelismo con lo anterior. [2] define una transicién
de fase como el comportamiento no analitico de la energia del estado fundamental. Esto
puede extenderse tanto a otras magnitudes diferentes a la energia como a la descripcién de los
estados excitados, recibiendo en el iltimo caso el nombre de Transiciones de Fase Cudnticas de
los Estados Excitados (ESQPT). Su clasificacién ahora alude a la causa que provoca la ausencia
de analiticidad de cierta variable. Tomando la energia como referencia, puede tener lugar por
un cruce de niveles (transicién de primer orden) o por la presencia de una alta densidad de los
mismos, que desemboca en una pérdida de analiticidad cuando el nimero de particulas tiende
a infinito (limite termodindmico). Al igual que ocurria en el caso cldsico, ciertas magnitudes
cobraran protagonismo en este contexto. Nos referiremos a ellas como parametros de orden.

En vistas a lo anterior, el estudio de una transiciéon de fase cuantica debe reposar sobre
dos cuestiones fundamentales. Una de ellas es la caracterizacion del espectro de energia, donde
deberan encontrarse regiones en las que se produzcan cruces de niveles o haya una alta densidad
de ellos, que apunten a la existencia de una transicién. La otra es el estudio de magnitudes que
revelen cuando se producen, y que gocen de un sentido fisico con el que describir las distintas
fases desde un punto de vista cualitativo (pardmetros de orden).

Un caso concreto en el que el estudio de las transiciones de fase puede ser provechoso es en
el que vamos a centrarnos en este articulo, el modelo st. Consiste en un sistema de bosones
de dos niveles (ambos con momento angular igual a cero) que combina una gran sencillez con
una considerable riqueza en fenémenos criticos.

El modelo en cuestién es una herramienta til en el ambito de la Fisica Nuclear. Como se
afirma en [3], es una generalizacién del modelo de Lipkin con la que obtenemos un hamiltoniano
que coincide con el Q-consistente del Modelo de Bosones en Interaccién (IBM) cuando en éste
imponemos que uno de sus parametros, -, es igual a 0 (lo que equivale restringir nuestro estudio al
de los nucleos axialmente simétricos; véase [4]). Podemos hablar, pues, de una simplificacién
del IBM. Sin embargo, lo interesante es que, aun siendo més sencillo (haciendo posible, en
consecuencia, llevar a buen término célculos con un gran nimero de bosones), conserva las
principales caracteristicas del diagrama de fases del IBM. Por ello nos permite, por ejemplo,
estudiar las transiciones de fase de un nicleo esférico a otros con simetria axial. En consecuencia,



de él podemos obtener informacién valiosa sobre temas propios al estudio de los nucleos.

Otras motivaciones dotan de mayor transcendencia al conocimiento de nuestro sistema. Si
somos capaces de describirlo, también podremos investigar sobre cémo interacciona con otros,
y en qué medida a ese respecto son importantes las transiciones de fase que en él pueden
tener lugar. Aqui entra en juego una interesante aplicacién llevada a cabo en [5], que consiste
en el estudio de la interacciéon de un entorno descrito por nuestro modelo st con un qubit,
con la consecuente posibilidad de que se produzcan fenémenos decoherentes. Se demuestra
que el papel que desempenan entonces las transiciones de fase del entorno es fundamental,
hasta el extremo de condicionar el entrelazamiento que debe estar presente para poder hacer
funcionar un computador cudntico. A esta cuestién practica se suma, ademds, una ampliacion
del conocimiento sobre procesos de decoherencia, que hacen aflorar un comportamiento cldsico
de sistemas cudnticos. Lo anterior prueba, pues, que el interés del modelo bajo estudio no
queda anclado en su ambito de origen, la Fisica Nuclear, sino que goza de una idiosincrasia
multidisciplinar que exhorta a su investigacién.

El avance en otros temas puede verse también impulsado por lo que vamos a desarrollar a lo
largo de este articulo. Uno de los problemas en cuya posible resolucién puede verse involucrado
el conocimiento del modelo st es el de la evolucién temporal de un sistema cuantico
que cuenta con un gran nuimero de particulas. Es ésta una linea de investigacién abierta
actualmente. En tanto que cldsicamente la Fisica Estadistica es capaz de tratar (en el formalismo
de las colectividades microcanénica, candnica y macrocanénica) con sistemas cadticos de muchas
particulas, prediciendo sus configuraciones de equilibrio en virtud del teorema de ergodicidad,
no existe un equivalente en Mecanica Cuantica que asegure el hecho de que necesariamente
se produzca una relajacién a lo que dictarian calculos de esa indole. El fin dltimo de todo
este estudio es precisamente discutir esa cuestién para nuestro modelo concreto, y ver en
qué circunstancias (que dependeran, como veremos, del hecho de que el sistema se encuentre
en una fase u otra) hay concordancia entre los resultados que proporciona la Fisica
Estadistica y la evolucion real del sistema. Es este enfoque un primer paso encaminado,
pues, a extraer conclusiones de un dambito mucho més general y extenso, pero fundamentado
desde la perspectiva de tratar con un problema especifico, lo suficientemente simplificado como
para facilitar el calculo de resultados de interés aunque no por ello irrelevante dentro del marco
(la Fisica Nuclear) en el que se plantea, como justificibamos previamente. Es de destacar lo
novedoso de este estudio, que otorga todavia mas interés a lo que nos proponemos, ya que lo
concerniente a la relacién entre las fases del modelo st y la evolucién temporal que
presenta es todavia un tema inexplorado.

Hemos argumentado, pues, la utilidad de caracterizar e intentar detallar las propiedades
de nuestro sistema, el modelo st. El modo de proceder, como también hemos comentado,
gravita en torno a la indagacién sobre su espectro, el comportamiento de algunos
de sus parametros de orden y la determinacién de las transiciones de fase que
de ello se siguen, a lo que posteriormente se sumara la caracterizacién de la evolucién
temporal de las distintas fases del sistema, incluyendo la comparacién entre lo predicho
por la colectividad microcandnica y lo calculado resolviendo la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo.

Quedando clara, pues, la relevancia de nuestro objeto de estudio, hay que centrarse en la
estrategia para obtener la informacién que precisamos. Lo mas natural es abordar primero el
problema desde una perspectiva numérica: el cdlculo exacto de los autovalores y autofun-
ciones de nuestro hamiltoniano se llevara a cabo en la secciéon 2.1. A esto seguira la aplicacion
del método variacional para comenzar con el estudio del estado fundamental (seccién 2.2),
que, como se mostrara explicitamente, no sélo arrojard muy buenos resultados, sino que nos



permitird obtener una primera imagen fisica del problema con el que tratamos. A lo largo de
las secciones 2.4 y 2.5 se llevara a cabo un estudio de la energia variacional, que serd clave tanto
para poder examinar el estado fundamental y determinar y caracterizar sus fases (seccién 2.6)
como para extender el andlisis al conjunto de todas las energias. Asi se hard patente en la sec-
cién 2.8, donde llegaremos a hacer una descripcion cualitativa de las diferentes regiones
que presenta el espectro, dotando de una plausible interpretacién a un problema
(la determinacién de la estructura de los niveles de energia) del que sélo existia un enfoque
numérico. Quedara con ello, pues, descrito convenientemente el espectro, y serd perentorio
también el indagar sobre el comportamiento de los parametros de orden en las regiones sig-
nificativas del mismo, asunto que se lleva a término en la seccién 2.7. Todo esto nos conducira a
detallar cuéales son las fases excitadas que se presentan en el modelo st, lo que aparece reflejado
en la seccién 2.9. A lo largo de 3 calcularemos cémo evoluciona el sistema conforme tran-
scurre el tiempo a través de un parametro de orden. Trataremos la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo en las secciones desde 3.1 hasta 3.3, y en 3.7 haremos una comparativa
con lo dictado por la colectividad microcandnica (que se calcula en 3.4). Llegaremos con
ello a la conclusién de cuando nuestro sistema relajara a un estado de equilibrio
descrito por la Fisica Estadistica, y en qué ocasiones es inutil la aplicacién de ésta
por ponerse de manifiesto cierta memoria del estado inicial.

El objetivo de este trabajo se veria cumplido llegados a este punto, habiendo proporcionando
una comprension mas profunda el hamiltoniano que suscitaba nuestro interés, que incluye una
interpretacién fisica del mismo, la capacidad de predecir cualitativamente la estructura de sus
niveles, la determinacién de sus fases en el estado fundamental y en los excitados, asi como
el andlisis de su evolucién temporal y de la concordancia con las predicciones que arroja la
colectividad microcanénica.

2. Sistema y fases

Como se comenté en la introduccién, nuestro objetivo es analizar un sistema de N bosones
de dos niveles, s y t, que tienen momento angular J = 0. Las tinicas interacciones que tendremos
en cuenta son las que se producen a uno y dos cuerpos. El hamiltoniano, que es, segin [3],
idéntico al del modelo de Lipkin tras hacer una transformacién de Schwinger, puede escribirse
en formalismo de segunda cuantizacién (donde la connotacién de los operadores construccion,
sty tf, y destruccidn, s y t, es la obvia) del siguiente modo:

. l—a o~
H = on Q¢ 1)
donde los operadores 7n; y Q‘*’ se definen como:
iy = tit; Q¥ =stt+ths + wilt (2)

Nuestro sistema se modela, pues, mediante dos pardmetros, o y w, que aparecen manifiesta-
mente en su hamiltoniano. A la hora de poder hacer calculos con él, nos conviene tomar una base
con la que calcular sus representantes. Una que podriamos elegir es, naturalmente, la respectiva
a los nimeros de ocupacién de los dos niveles en los que pueden emplazarse los bosones, es decir:

tTlsTN—l
IND=—2 o) 1=01,...,N 3)
(N =)



donde, como puede verse con la fomula anterior, el niimero de particulas en el nivel ¢ es [ y hay
N —1 particulas en el nivel s. Dichos vectores tienen las siguientes propiedades, que emplearemos
para obtener los representantes del hamiltoniano:

tIN) =VI+ 1IN +11+1); NI =VIN -1 —1); (4)
sTINI) =vVN —1+1|N +1);  s|NI) =+vN —I|N — 11); (5)

Y, ademas, son ortonormales:

(N'V|NT) = dnrnin (6)

Con lo anterior podremos calcular los representantes del hamiltoniano en la base elegida.
Operando, lo que obtenemos es que los tnicos elementos no nulos de la forma (NI'|H|NI) con
I’ <1 son los siguientes:

(NI|H|NT) = (30 — 2) +z20‘T_1(w2 —9) (7)

(N1 H|NT + 1) :wO‘T_l (N =)+ 1)(1 +21) (8)

(@
NI|H|Nl+2) =
(NUHINU+2) =

VI+2)(1+1)(N =) (N —-1-1) (9)

Y, puesto que H = HT, conocemos (NI'|H|NI) para todos los valores de | y I’ posibles. Es
decir, tenemos la representacion del hamiltoniano en la base de los niimeros de ocupacion de
los niveles. Se trata de una matriz cuadrada, pentadiagonal y de dimensiéon N + 1. Con ello, ya
podremos obtener los autovalores de la energia (diagonalizando dicha matriz) y sus respectivos
autovectores expresados en la base descrita anteriormente. Esto se hara en el apartado 2.1.

2.1. Meétodo exacto

Contando con los representantes de la matriz no nulos dados por (7), (8) y (9) y teniendo en
cuenta las consideraciones hechas en el apartado 2, es obvio que podemos diagonalizar la matriz
para obtener sus autovalores. No obstante, hay que tener en cuenta que dicha matriz respectiva
a un numero de particulas N dado depende de los pardmetros o y w que aparecen en (1).

Veamos como es el espectro de energia para valores diferentes de esos parametros. Para ello,
construimos un programa en Matlab que diagonaliza la matriz y, para un valor de w fijo, calcula
los valores de energia respectivos a diferentes valores de a. Como puede verse en la figura 1,
donde se muestran los resultados, hay dos espectros claramente diferenciados: aquél en el que
w =0y el caso w # 0. En el primero de ellos, s6lo apreciamos dos regiones diferentes, que son las
correspondientes a F2 < 0 (para la cual el célculo numérico delata que existe una degeneracién
doble de los niveles) y a E > 0. Por el contrario, en el segundo también existe una zona dentro
de E < 0 en la que hay numerosos cruces de niveles. En éste, la degeneracién es inexistente.
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Figura 1: Izquierda: espectro de energia en funcién de a para w = 0y N = 50. Derecha: idem
para w = 0.5.

Ese programa también calcula los autovectores respectivos a los autovalores mencionados
antes (en la representacién de la base (3)). Disponer de toda esta informacién nos sera 1til més
adelante, cuando comparemos estos resultados (a los que nos referiremos como ezactos) con los
que arrojard el método variacional desarrollado en la seccién 2.2.

Presentamos en la figura 2 un esquema de lo descrito en esta seccién, al que nos referiremos
constantemente a lo largo del trabajo. Como veremos posteriormente, el hecho de situarnos en
una u otra zona propiciard unos resultados muy diferentes en cuanto a evoluciéon temporal se
refiere.

Regiones del espectro. w=0 Regiones del espectro. w# 0

C_Sin cruces
C.Sincruces

A. Sincruce A. Sin cruc

a [of

Figura 2: Esquema de las diferentes regiones del espectro para w = 0 y w # 0. Se indica en
cuales de ellas hay cruces de niveles y en cuéles no.

2.2. Meétodo variacional

Como puede verse en p. 290 de [7], el método variacional nos sirve para calcular una cota
superior a la energia del nivel fundamental Ey. Es decir, dada cualquier funcién de onda [)), se
verifica:

(Y[ HI¢)

Fo = "0t (10)

Como puede comprobarse en dicha referencia, de ese procedimiento también puede en oca-



siones extraerse informacién acerca de la energia de los niveles excitados, y parte de eso es lo
que se hard a lo largo de este trabajo. Centrémonos, sin embargo, en primer lugar, en el estudio
del fundamental.

Lo que tenemos que hacer es encontrar una buena funcién de onda de prueba [i) que nos
proporcione una cota superior para la energia. Puesto que tenemos un sistema de dos niveles,
seria muy razonable tomar como estado uno que sea superposicion de los autoestados de cada
uno. Cualquier bosén podria encontrarse o bien en el nivel inferior (s) o en el superior (t),
asignandosele a cada caso una probabilidad concreta. Si tuviésemos un solo bosén, seria obvio
que dicho estado (sin normalizar) seria el siguiente (con la misma notacién que la empleada en
(3)):

[¥1bosen) = [10) + BI11) = s7[0) + Bt7|0) = (s" + t1)[0) (11)

Consideremos ahora que la funcién de onda del sistema de N particulas es igual al producto

tensorial de las funciones de onda individuales (todas con la misma ). Podremos escribir, por
lo tanto:

N

var) = [T 190 = (sT + BtV |0) (12)

=1

Donde la funcién de onda esta sin normalizar. Como deciamos anteriormente, sabemos que se
cumplira:

(djvar ‘H‘¢var>
<¢var‘¢var>
Y, por lo tanto, serd conveniente calcular S como aquél que, siendo solucién de la ecuacién

siguiente, haga menor el valor de Eyq,-(8):

8EU(17’ (/8)
op
Tenemos, en consecuencia, el procedimiento para calcular tanto una cota superior a la energia

del nivel fundamental de nuestro sistema como la funcién de onda del respectivo estado. La
energfa variacional (Fyq(5)) tomando como funcién de prueba (12) es la siguiente:

Ey < Eyer(B) siendo  FEyer(8) = (13)

=0 (14)

Evar(B) :Nm (a + w? (o — 1)) B4 2w(a — 1) (2 — %) B3+
(15)
+ <5a + (@ - 1)]&2 =4 - 4) 8%+ QwQT_lﬁ]

Ahora podemos hacer una consideracién que simplificard los cdlculos posteriores. Tengamos
en cuenta que los sistemas que nos interesan constan de muchas particulas (ése era el caso
comentado en la introduccién sobre modelar el entorno que rodea a un qubit); en otras palabras,
pretendamos obtener resultados en el limite termodindmico. En consecuencia, en (15) convendria
tomar el limite N — oo, lo que conllevaria, como es obvio, una simplificacién de la expresiéon
que sera de utilidad posteriormente. Hagdmoslo, pues:

/62

Evar(ﬂ) = NW

[5a — 4+ dw(a — 1)B + (@ + w?(a — 1)) 57] (16)

Nétese que en (16) la energia es una variable extensiva con respecto a N, mientras que no ocurre
lo mismo en (15).



Aplicando ahora (14), tendremos la ecuacién que cumple 3 que proporciona la cota superior
mas baja para la energia variacional y que, en principio, nos permitiria calcular una funcién de
onda muy préxima a la del estado fundamental:

2w(a —1)B* + [3a — 2w?(a — 1) — 4] 8% — 6w(a — 1)8% + (4 — 5a)3 = 0 (17)

A partir de ahora, sélo tomaremos las soluciones reales de la ecuacién anterior. Esto se debe
a que puede comprobarse que haciendo los calculos para § € C se obtiene practicamente lo
mismo que si tomamos 5 € R. Para analizar el comportamiento de E,,.(3), tendremos muchas
menos dificultades tomando 8 € R y el resultado sera satisfactorio.

2.3. Comparacion entre los métodos exacto y variacional

Antes de hacer mas consideraciones acerca del método variacional, convendria comprobar con
algunos calculos que su uso es legitimo. Serd asi cuando la energia calculada con (16) coincida con
la calculada como el menor autovalor del método exacto, y cuando el solape entre las funciones
de onda exacta, |Yegqc), y variacional, [1hyq,), (definido como S = [(Yezac|tvar)|?) sea préximo a
1.

10
0 L
O L
-10} =201
_20 - —
w w 40
_30 -
_60 .
-40 . .
E __,energia exacta E _, energia exacta
exac _80 exac
—50 E _, energia variacional E _, energia variacional
var var
-60 . . . . ! -100 . . . . !
0 0.2 04 o 06 0.8 1 0 0.2 04 4 06 0.8 1

Figura 3: Gréficas de las energias del nivel fundamental calculadas con el método exacto y con
el variacional. Izquierda: caso w = 0, N = 50. Derecha: caso w = 0.5, N = 50.
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Figura 4: Solapes de las funciones de onda del nivel fundamental calculadas con el método exacto
y con el variacional. Izquierda: caso w = 0, N = 50. Derecha: caso w = 0.5, N = 50.
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En las figuras 3 y 4 mostramos esos resultados. Claramente, para el caso w # 0 la concordan-
cia entre los resultados exacto y variacional es muy buena. La energia del estado fundamental
para a € [0,1] es practicamente la misma que la que se calcula diagonalizando el hamiltoniano,
y el solape entre las funciones de onda es muy cercano a 1 salvo en la regiéon en torno a o = 0.8.

Por el contrario, el caso w = 0 parece algo mas probleméatico. Hay una excelente concordancia
en lo que se refiere al cdlculo de la energia; tan buena como lo era para w # 0. No ocurre lo
mismo, sin embargo, cuando atendemos al solape S: éste parece ser igual a 1/2 para o < 0.8 y
muy proximo a 1 para « > 0.8. En principio, el método variacional es capaz de proporcionar
una buena aproximacién de la energia aunque la funcién de onda de prueba no se acerque
excepcionalmente a la del estado fundamental. De hecho, puede demostrarse que, para valores
pequernios de €, un error de orden € en la funcién variacional |¢),4,) proporciona un valor de la
energia que difiere del exacto con un error del orden de €2 (véase p. 294 de [7]). No obstante,
cabria plantearse si disponiendo de un solape tan bajo entre |{yar) ¥ [ezac) podemos obtener
la gran precision en la energia que aparece reflejada en la grafica. Se vera con detalle que asi es
en la seccién 2.5, donde se evidenciara la importancia de la existencia de degeneraciéon para
E < 0en el caso w = 0 y también la de la presencia de dos minimos con la misma energia en la
expresion (16). El empleo del método variacional quedaréd entonces plenamente justificado para
toda la region del espectro.

La respuesta a las cuestiones precedentes sélo podra darse cuando se estudie detalladamente
el comportamiento de E,q(8) en funcién del valor de nuestros pardmetros de control. Dicho
andlisis se llevard a cabo en la seccién 2.4, y nos permitira tanto explicar completamente las
graficas anteriores como llegar a caracterizar nuestro sistema con un diagrama de fases.

2.4. Estudio de la funcién E,,.(3)

Recordemos que tenemos que centrarnos en la caracterizacién de (16), que viene dada por:

2

(Hﬁw [5o — 4+ dw(a = 1)B + (o + w?(a — 1)) 57
La dependencia que hay en la expresiéon anterior con los pardmetros hace que la funcién ten-
ga unas propiedades u otras segin sea el valor de los mismos. Un estudio detallado de esta
cuestion nos lleva a trazar el grafico que aparece en la figura 5. En él aparecen varias regiones,
determinadas por a € [0,1] y por w € R, en las que las caracteristicas de la grafica de Eyq.(8)
difieren. Asi puede verse en la figura 6 (complementada por la figura 7), donde se ha elegido un
representante (a,w) para cada una de dichas zonas.

Evar (ﬁ) =N
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(%

0 4/5 1

Figura 5: Regiones, en funcién de los parametros, de diferente comportamiento de la funcion

Eyar (/6)

Por diferente comportamiento en las grdficas, del que estamos hablando, entendemos que no
haya similitud en alguna de las caracteristicas siguientes:

» Signo de la ordenada de la asintota hacia la que tiene Ey,,(8) cuando 8 — +oo.
= Numero de extremos locales que presenta la gréfica.

= Existencia en el origen de un méximo.

= Existencia en el origen de un minimo.

Es por ello por lo que distinguimos los casos A y B o C y E, reflejados en las figuras 6 y
7, que en principio nos parecen muy similares. Los dos ultimos puntos de la lista anterior son
particularmente importantes, puesto que seran una de las claves para discernir entre las distintas
fases que presentard el sistema en funcién de los pardametros, como se verd posteriormente.

Hay que destacar que, por el momento, lo dnico que estamos haciendo es un analisis de
la forma que tienen las graficas de Fyq-(8) al variar a y w, sin relacionar directamente sus
caracteristicas con propiedades fisicas de nuestro sistema. Ahora sélo queremos caracterizar
completamente E,4(/3), para tener posteriormente en cuenta las propiedades (referidas en la
lista anterior) que procedan para describir el conjunto de N particulas bajo estudio.
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-0.04 0 0.04 -0.2 0 0.2

var

-0.4 0 0.4 -0.3 0 0.3
th(p) th(B)

Figura 6: Gréfica de la funcién FE,q(th3) respectiva a cada una de las regiones indicadas en
la figura 5. La linea discontinua representa la asintota a la que se aproxima F,,.(8) cuando
B — 4o00. En la figura 7 se muestran mas en detalle las zonas mas préximas al origen de algunas
de las graficas anteriores.

var
o

-0.01 0 0.01 () -0.03 0 0.03 " -0.1 0 0.1 th(B)

Figura 7: Detalle de algunas de las graficas que aparecen en la figura 6.

Dada la figura 5, serfa 16gico también trazar las graficas de E,..(8) cuando los valores de
los parametros sean tales que nos sitien en la frontera de algunas de las regiones que ya hemos
caracterizado plenamente. En realidad, las representaciones que vamos a obtener pueden verse
como una mezcla de aquéllas respectivas a las zonas en contacto. Asi puede apreciarse en la
figura 8. Algunas de ellas, como las correspondientes a w = 0 serdn especialmente interesantes
por las implicaciones fisicas que acarrean.
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Frontera A-B Frontera (punto) A-B-C-E Frontera A-E

var

w
-1
-0.2 0 0.2 -0.3 0 0.3
Frontera B-C Frontera C-D Frontera C-E
1 1 1
g

w

-1 -1 -1

-0.2 0 0.2 -0.3 0 0.3 -0.3 0 0.3
Frontera (punto) C-D-E 0o=0; w=0 0<0<4/5; w=0
1 : : : : : 1 1

E 0 V

-1 . . . . -1

-0.2 0 0.2 -0.4 0 0.4
th
4/5<a<1; w=0 ®
g

w

-1 : -1

-0.3 0 0.3 -0.2 0 0.2
th(B) th(B)

Figura 8: Gréficas de E,.(thf) para las fronteras entre las diferentes regiones de la figura 5
y para las rectas que limitan el dibujo. La linea discontinua representa la asintota a la que se
aproxima Fq, () cuando 8 — 4o00. En la figura 9 se amplian algunas regiones de las mismas
para mostrarlas con mayor claridad. Nota: la semirrecta o = 0, w > 0 comparte, en cuanto al
comportamiento de E,q () se refiere, las mismas propiedades que la regién A.
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Frontera A-B Frontera (punto) A-B-C-E Frontera A-E

var

-0.04 0 -0.04 0 0.04 -0.06 0 0.06

Frontera B-C Frontera C-D Frontera C-E

-0.04 0 0.04 0 0.1 0 0.06
th(B) th(B) th(B)

Figura 9: Detalle de algunas de las gréaficas de la figura 8.

En este apartado hemos visto, pues, que la variacién de los valores de los parametros que
gobiernan nuestro sistema va a ser determinante en cuanto a los resultados que obtendremos
aplicando el método variacional, ya que su influencia sobre la funcién a optimizar, E.(3), es
muy significativa.

2.5. Interpretacion del método variacional en los casos w = (0 y frontera C-D

Por el momento, hemos logrado calcular la funciéon de onda para el estado fundamental a
través del método variacional con mucha precision si w # 0. Pero todavia estd incompleto el
estudio de este problema para el caso w = 0 en el sentido que se explicaba en la seccién 2.3.
i Por qué hay una buena concordancia entre las energias del nivel fundamental calculadas por
el método exacto pero no entre las respectivas funciones de onda, como parece indicar el solape
entre ellas?

La respuesta a esta pregunta puede darse de nuevo desde el estudio llevado a cabo en la
seccion 2.4. En la figura 8 aparecen las graficas que nos interesan, con las etiquetas “a = 0; w =
07, “0 < a < 4/5; w = 0", “Frontera (punto) C-D-E”, “4/5 < a < 1; w =0"y “a =1". Son
todas las que recorren el eje de abscisas de la figura 5 para o = [0, 1]. Todas ellas son simétricas
con respecto al eje de ordenadas, y apreciamos lo siguiente:

» Si0<a<4/5, existen dos minimos locales (simétricos) con |3| # 0.
» Si4/5 < a <1, existe un solo minimo local con = 0.

En el segundo de los casos, los solapes, como puede apreciarse en la figura 4, son bastante
buenos. Eso se debe a que el minimo local con menor ordenada es tinico, de manera que sélamente
podemos construir una funcién de onda variacional dada por (12), siendo el valor de § igual a
0.
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No ocurre lo mismo, sin embargo, con el primero de ellos: en ese caso, siempre hay dos
minimos locales que tienen la misma ordenada. ;Cudl de sus abscisas serda la que debemos
introducir en (12)? No hay que elegir una y descartar la otra, sino que lo 1égico seria pensar que
el estado del sistema serd una superposicién de los respectivos a 5 > 0y 5 < 0, que son (ya
normalizados):

1

[320) = s s+ 191%) 10 (18)
I SRR
[3c0) = s (57 = 191%) 10 (19)

donde hemos designado por |3| al valor absoluto de la abscisa para la cual se da cualquiera de
los minimos. Definiendo un estado variacional |¢3) = |¢yar) por (12), conviene percatarse de lo

siguiente:
N

(B1 — B2)?
(1+83)(1+p63)] Nooo

Es decir, los estados |¢350) ¥ [1/8<0) son ortogonales en el limite termodindmico.
Para el estado fundamental podemos transcribir lo anterior del siguiente modo:

(b, [Ua,) | = |1 — 08,6 (20)

|we$ac> = CIW),B>O> + C2|¢[3<0> (21)

., Coémo son los coeficientes ¢; y 27 Atendiendo a la simetria del problema (E,q(8) =
Eyar(—B)), podria parecer que |c1|? = |ca|?, pero no es asi. Hay que atender para compren-
derlo a un resultado fruto del calculo exacto, y es que en el caso w = 0, como se comenté en
la seccién 2.1, existe una degeneracién doble de los niveles que tienen £ < 0. Es por ello por
lo que el estado del sistema respectivo a una energia (como puede ser la del fundamental) no
estd univocamente determinado, sino que podemos hacer una elecciéon u otra del mismo siempre
que nos encontremos dentro del subespacio respectivo a ese autovalor. Matlab aplica el algo-
ritmo de Gram-Schmidt obteniendo para el estado fundamental dos autovectores ortonormales
de la energia, que designaremos por [Yezac,1) ¥ |Vezac,2). Podemos expresarlos, segin (21), del
siguiente modo:

[Vewac,j) = c1,j[¥s>0) + c2,jlbp<0) con j = {1,2} (22)

Dada la indeterminacién comentada previamente de |Yezac,1) ¥ |Yewac,2), N0 podemos ase-
gurar que |¢; j|*> = 1/2 para {i,5} = {1,2}. Sin embargo, s serd cierto lo siguiente, dada la
ortonormalidad de |Yezac,1) ¥ |Yezac,2), PO una parte, y de [g-0) y |[¥p<0) (segin (20)), por
otra:

lc1j)? + Jeaj? =1 conj={1,2} (23)
de manera que:
leijl? <1 para{i,j} = {1,2} (24)

Hecho este comentario, pasemos a analizar directamente la grafica del solape que aparece
en la figura 4. A la hora de hacer los cdlculos, hemos tomado como |tYezqc) uno de los dos
autovectores respectivos a la energfa fundamental que proporcionaba Matlab, es decir, [tezqc,1);
como |¢yqr), por el contrario, hemos tomado por defecto (18). Tendremos, pues, aplicando (22)
y (24), lo siguiente:

S = |<Q/)e:vac‘1/)var>|2 = ‘<we$ac,1|wﬂ>0>‘2 = ‘Cl,l|2 <1 (25)
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En definitiva, hemos sido capaces de predecir que en el caso w = 0, en el que la conve-
niencia de la aplicacion del método variacional parecia dudosa, el solape S determinado por
nuestros cilculos no tiene por qué aproximarse a 1, como puede verse en (25). Es mas,
sabemos que para el estado fundamental, debido a su degeneracién, no existe una funcién de
onda unica, sino que es valida toda aquélla dada por una combinacién lineal de cualquiera de las
bases de su subespacio degenerado, como pueden ser [tezac,1) ¥ [Yezac,2) 0 [¥5>0) ¥ [¥p<0). Que-
da, pues, completamente justificado el empleo del método variacional en estas circunstancias,
con el conocimiento de que con él obtendremos un buen valor de energia pero seremos incapaces
(al igual que ocurre con el método exacto) de calcular una unica funcién de onda para el estado
fundamental.

Tener en cuenta consideraciones parecidas a las precedentes puede ayudarnos a explicar
también el descenso que sufre el solape (figura 4) en la zona cercana a o = 0.8. Para ello, hay
que recurrir al grafico que aparece en la figura 9 etiquetada como “frontera C-D”. De nuevo,
apreciamos céomo hay dos minimos locales que tienen la misma ordenada, y por lo tanto seria
razonable afirmar que el estado fundamental (en este caso sin degenerar) serd combinacién lineal
de los respectivos a cada uno de los minimos; andlogamente a (21):

[Yezac) = c1lp=0) + c2|¥p20) (26)

Como en esta ocasién no esta presente la simetria de la que hablabamos (Eyqe (8) = Eyar(—5))
cuando estudidgbamos el caso w = 0, esperamos que en principio no se cumpla |¢1|? = |e2]?. Como
antes, queda garantizado |c1]? + |e2|? = 1 en virtud de |[(Yezac|tVerac)|? = 1y de (20), y por lo
tanto |c;|? < 1 para j = {1,2}. En la figura 4 se ha tomado como [¢yq, ), paraw = 0.5 y @ ~ 0.8,
la funcién de onda respectiva al minimo que se da para  # 0, que resulta ser la que tiene mayor
solape con la exacta. Se verifica de nuevo que el solape se aleja de 1:

S = ‘<we$ac|wvar>‘2 = |<1/)ea:ac|w57é0>‘2 = ‘02‘2 <1 (27)

El célculo de la energia del estado fundamental serd, sin embargo, completamente correcto,
pese a sufrir con el método variacional de cierto desconocimiento sobre la funcién de onda
correspondiente al menor autovalor de F.

Hemos conseguido, por lo tanto, explicar cualitativamente las graficas que apare-
cen en la figura 4 y legitimar absolutamente el empleo del método variacional con
nuestra funciéon de onda de prueba como medio de calcular la energia del estado fundamental
(resultado que aparece reflejado en la figura 3).

2.6. Fases del sistema en el estado fundamental

Hemos visto en la seccién 2.3 (en concreto, en la figura 4) que para el caso w # 0 el solape
entre la funcién de onda exacta y la variacional dada por (12) es muy cercano a 1. Por lo tanto,
en adelante y para ese caso podremos tomar como funciéon de onda del estado fundamental la
que halldAbamos con el método variacional.

Hay dos situaciones en las que la funcién de onda describe dos estados del sistema completa-
mente diferentes. Una de ellas corresponde a 8 # 0, en la que, como menciondbamos previamente,
hay una superposicién de los estados s y t. La otra se da para § = 0, y corresponde a |NO)
(como puede deducirse de (12)), de manera que no encontramos particulas en el nivel ¢. Nos
hallamos, pues, ante dos fases diferentes del sistema para el estado fundamental.

La cuestién que inmediatamente se nos plantea es como saber en qué fase se encuentra el
estado fundamental dado el valor del par («,w). Simplemente hay que tener en cuenta dos
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observaciones. Primera, que el valor de 3 serd igual a la abscisa del minimo local con menor
ordenada de Fyq-(8), como se dijo en la discusién previa a (14). Y segunda, que sabemos,
en virtud del estudio llevado a cabo en la seccién 2.4, cuando dicho valor de § sera igual a
0 y cudando no. Simplemente observando las graficas presentadas en ese apartado, podemos
construir completamente el diagrama de fases para el estado fundamental de nuestro sistema,
que se presenta en la figura 10.

[a'Y
2 S5a—4
/ 1>W" = e

Fase 6 #0

Fase 56 =0

4 @

0 4/5 1
Figura 10: Diagrama de fases para el estado fundamental. Nota: la regién dada por 4/5 < a < 1,
w = 0 y también la dada por o = 1 Vw estén incluidas dentro de la fase 8 = 0, como puede
verse en la seccién 2.4. Las dadas por 0 < o < 4/5, w = 0, por @ = 0 Yw y por w? = %,
a € (4/5,1) pertenecen, por el contrario, a la fase 5 # 0 (idem).

2.7. Parametros de orden y regiones del espectro

Una vez que conocemos qué fases puede tomar el estado fundamental, podemos encontrar
parametros de orden que nos permitan determinar en cudl de ellas estamos; es decir, magnitudes
fisicas, que podriamos medir en el laboratorio, cuyos valores medios manifiesten las diferencias
entre dichas fases.

Hay multiples candidatos que pueden realizar esta funcién. Dos de los mas evidentes son
(n¢) v (ns), es decir, el nimero medio de bosones en el nivel ¢ y en el s, respectivamente. Es
obvio que en la fase 5 # 0 tendremos (n;) # 0y (ns) # N. Por el contrario, en la fase § = 0
se cumplird (n;) = 0y (ngs) = N. Podemos verlo al calcular explicitamente esos valores medios
(a los que designaremos por ( ),qr) empleando para ello la funcién de onda variacional, |tyqer),
dada por (12):

,32

<nt>var = WN (28)
1

<ns>var = WN (29)

Los valores medios de los pardmetros descritos previamente se caracterizan porque son clara-
mente diferentes en los casos 5 = 0y B # 0, es decir, en las distintas fases. Con este criterio,
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podemos encontrar otros, como los que listamos a continuacion:

(1+ NB?)p?

(07 Yvar = oy Y (30)
(o = TN (31)
(oo = NN = ) (32
(sTt 4+ 178)par = %ﬁﬁg (33)

El interés fisico de los parametros de orden no sélo radica en la determinacién de la fase
en que se encuentra el estado fundamental. Estos pueden también darnos idea de como son los
estados excitados, y es de esperar que en las diferentes regiones de los espectros que aparecen
en la figura 1 manifiesten un comportamiento dispar. Para calcularlos para todos los niveles
tendremos que emplear, obviamente, la funcién de onda exacta [tezqc), ya que la variacional
s6lo nos sirve para estudiar el fundamental. Como se dijo previamente, dicha funciéon de onda se
calcula diagonalizando directamente el hamiltoniano con un programa en Matlab. Designaremos
los resultados fruto de esos cédlculos por ( ) = ( )exac- Las representaciones de algunos de ellos
aparecen en las figuras 11, 12, 13 y 14 para el caso w # 0.
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<n>en cada nivel para valores distintos de a

40 60 60
alpha=0 alpha=0.13 alpha=0.27
30 40 40
AV A AW
- = c
v v %
20 20 20
10 0 0
-80 -60 -40 -20 0 -60 -40 -20 0 -40 -20 0
E E E
60 60 60
alpha=0.40 alpha=0.53 alpha=0.60
40 40 40
AV A A
o
\" \% \%
20 20 20
0 0 0
-40 -20 0 -20 0 20 -20 0 20
E E E
60 60 60
alpha=0.73 alpha=0.87 alpha=1.00
40 40 40
AV A AW
c
v v %
20 20 20
0 0 0
0 10 20 30 0 10 20 30 0 20 40
E E E

Figura 11: Representacién del pardmetro de orden (n¢)esq para todos los autoestados de la
energia para w = 0.5, N = 50 y distintos valores de a.
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<nt2> en cada nivel para valores distintos de a

1500 3000 3000
alpha=0 alpha=0.13 alpha=0.27
1000 2000 2000
N N N
N_— NC... N_—
\% \" \%
500 1000 1000
0 0 0
-80 -60 -40 -20 O -60 -40 -20 O -40 -20 0
E E E
3000 3000 3000
alpha=0.40 alpha=0.53 alpha=0.60
2000 2000 2000
N~ NAH N~
c
\ \" \%
1000 1000 1000
0 0
-40 -20 0 -20 0 20 -20 0 20
E E E
3000 3000 3000
alpha=0.73 alpha=0.87 alpha=1.00
2000 2000 2000
N N N
N (\IC‘.. N
% Y %
1000 1000 1000
0 0 0
0 10 20 30 0 10 20 30 0 20 40
E E E

Figura 12: Representacion del pardmetro de orden (n?)e;.. para todos los autoestados de la
energia para w = 0.5, N = 50 y distintos valores de a.
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<nn_>en cada nivel para valores distintos de a

600 600 600
Ipha=0 a=0.13
A 500 A 400 A 400
e’ e’ e’
c o c
V' 400 V' 200 V' 200
300 0 0
-80 -60 -40 -20 O -60 -40 -20 0 -40 -20 0
E E E
600 1000 1000
alpha=0.40 alpha=0.53 alpha=0.60
A, 400 A, A,
= S 500 S. 500
\ 200 \ Vv
0 0
-40 -20 0 =20 0 20 =20 0 20
E E E
600 600 1000
Ipha=0. alpha=0.8 alpha=1.00
A, 400 A, 400 A,
c = =’ 500
V' 200 V' 200 v
0 0
0 10 20 30 0 10 20 30 0 20 40
E E E

Figura 13: Representacién del pardmetro de orden (nns)ezqc para todos los autoestados de la
energia para w = 0.5, N = 50 y distintos valores de a.

21



<s*t+t"s> en cada nivel para valores distintos de o

50 50 50
alpha= alpha=0.13 alpha=0.27
N N N
+U) +U1 +U)
£ o0 £ o0 £ 0
+ + +
(] (] 2]
\" \% \"
-50 -50 -50
-80 -60 -40 -20 O -60 -40 -20 0 -40 -20 0
E E E
50 50 50
alpha=0.40 alpha=0.53 alpha=0.60
N A N
+U) +‘/J +U)
£ 0 £ 0 ¥ 0
+ + +
(9] (] (2]
\" \% \"
-50 -50 -50
-40 -20 0 -20 0 20 -20 0 20
E E E
50 40 5
atpha=0.73 alpha=0.87 alpha=1.00
+{,\, +{,\, 20 +{,\, 0
£ 0 £ x
+U) +U) +l/)
\Y; vV 0 \vi -5
-50 -20 -10
0 10 20 30 0 10 20 30 0 20 40
E E E

Figura 14: Representacion del pardmetro de orden (sTt + th>emc para todos los autoestados de
la energia para w = 0.5, N = 50 y distintos valores de «.

Observamos que, dependiendo del valor de « y el rango de E que consideremos, las graficas
presentan un comportamiento u otro. Lo que debemos hacer es relacionar esto con las diferentes
regiones del espectro que se comentaron en la seccién 2.1. Es inmediato asociar a la zona con
FE < 0y sin cruce de niveles un comportamiento suave de los parametros de orden; a la de £ < 0
con cortes entre ellos, un aspecto de rapidas oscilaciones con la energia; y a la de £ > 0, de
nuevo, un comportamiento suave pero diferente al de la comentada en primer lugar. Lo anterior
revela, pues, que no sélo encontramos diferencias en la apariencia del espectro en las distintas
regiones de la figura 1, sino que éstas también presentan notables disparidades en cuanto a los
valores de magnitudes con un profundo significado fisico, como son los parametros de orden.

Hemos analizado en este apartado el caso w # 0, y, como veremos en las figuras 15 y 16,
ocurre lo mismo si w = 0. Es decir, en regiones del espectro con aspecto diferente (que ahora
seran dos), encontramos disimilitudes en el comportamiento de los pardmetros de orden. Como
no hay cruces de niveles en el espectro bajo estudio ahora, apreciamos unas graficas suaves de
los pardametros de orden frente a la energia, con un pico que tiene lugar en la transicién de una
zona a otra.
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<n>en cada nivel para valores distintos de a

25 60 60
alpha=0 alpha=0.13 alpha=0.27
25 40 40
A AW AV
o oy c
\% \" \2
25 20 20
25 0 0
-40 -20 0 -40 -20 0 -30 -20 -10 0 10
E E E
60 60 60
alpha=0.40 alpha=0.53 alpha=0.60
40 40 40
A N, AW
o c o
\% \" \2
20 20 20
0 0 0
-20 -10 0 10 -10 0 10 20 -10 0 10 20
E E E
60 60 60
alpha=0.73 alpha=0.87 alpha=1.00
40 40 40
A A A
c c o
\ \" \
20 20 20
0 0 0
0 10 20 30 0 20 40 0 20 40
E E E

Figura 15: Representacién del pardmetro de orden (n¢)esq. para todos los autoestados de la
energia para w = 0, N = 50 y distintos valores de a.
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Figura 16: Representacién del pardmetro de orden (ning)ezqc para todos los autoestados de la
energia para w = 0, N = 50 y distintos valores de a.

2.8. Estudio de los estados excitados

Hemos caracterizado completamente en las secciones anteriores el estado fundamental, que
es para lo que sirve, en principio, el método variacional. Conocemos cudl es su energia y cémo
es su funcién de onda para todos los valores posibles de los parametros.

Para hacerlo, hemos estudiado la forma de la energia variacional. Cabe destacar que, en el
caso w # 0, en las regiones A, B, C y E de la figura 5, F,q-(8) tiene dos minimos locales con
ordenada diferente. Seria l6gico pensar que quizéas podria extraerse informacién sobre los estados
excitados a partir del que tiene la mayor ordenada, ya que el otro se ha empleado para inquirir
sobre el estado fundamental. No seria asi para w = 0 o la frontera C-D, ya que los dos minimos
tienen la misma energia y, como se comenté en la secciéon 2.5, de ambos se extrae informacion
sobre el estado fundamental.

Particularizando, pues, para w # 0, el estado respectivo al valor de 5 (que designaremos por
B') para el que se da el minimo local con mayor energia sera:

[Whar) = (s" + 8t N0) (34)

Veamos cudl es su energia, dibujandola dentro del espectro que aparece en la figura 1, en la
figura 17.
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Figura 17: Espectro de energias para w = 0.5 y N = 50 donde incluimos, destacada en rojo, la
energia del estado variacional definido en (34). Sélo se ha trazado la curva para w? > %, ya
que en caso contrario no hay dos minimos locales con diferente ordenada, y no podemos definir

[¢],) por dicha férmula.

Por lo que parece, la energia de ese estado separa dos regiones del espectro de las que
hablabamos en la seccién 2.1, que son, para E < 0, aquélla en la que no se producen cruces de
niveles y aquélla en la que estdn mas juntos y se cortan. En consecuencia, el segundo minimo local
que posee Fyq-(B) (es decir, el de mayor ordenada) cobra ahora un sentido fisico intimamente
relacionado con las diferentes zonas del espectro, y, en consecuencia, con una conducta dispar
de los parametros de orden en funcién de la energia, como se vio en la seccion 2.7.

Es importante destacar, sin embargo, que la funcién de onda definida por (34) no es la
respectiva a un nivel excitado, puesto que, como puede verse en la figura 17, la linea roja no se
superpone a ninguna de las que habia previamente en el espectro, sino que se cruza con ellas. Es
decir, con el método variacional (considerando también minimos de la energia variacional con
mayor ordenada) s6lo podemos obtener la funcién de onda del estado fundamental, pero no de
ninguno de los excitados.

Es interesante representar los niveles de energia para cierto valor de o, w y N superpuestos
a la curva de energia variacional correspondiente. Eso es lo que hacemos en la figura 18. En ella,
observamos cémo tenemos dos pozos simétricos para el caso w = 0, en tanto que son asimétricos
y con diferentes alturas los respectivos a w # 0. Esta disimilitud entre ambas gréficas parece
acarrear consecuencias importantes, que analizaremos a continuacion.

Conviene, en primer lugar, tener en cuenta si hay degeneracién en los niveles. No es asi en el
caso w # 0: cada nivel corresponde a un solo estado. Sin embargo, cuando w = 0 los niveles con
E <0, es decir, los que estan dentro de los dos pozos simétricos, son doblemente degenerados,
en tanto que no ocurre lo mismo con el resto. Es importante percatarse de esto para cerciorarnos
de que en ambos casos el nimero de autoestados de la energia que hemos calculado es igual a
N 41 (que es la dimensién del hamiltoniano).

Analicemos también la estructura de los niveles. Cuando w # 0 y la energia es lo suficiente-
mente pequefia como para que nos encontremos dentro de uno solo de los pozos (como es el caso
de los primeros niveles), el espectro estd formado por un conjunto de energias précticamente
equidistantes, que nos recuerda al de un oscilador armoénico.

,Qué ocurre cuando, por el contrario, nos situamos en una zona en la que encontramos
un doble pozo? Conviene primero atender al caso w = 0, en el que contamos con la simetria
Eyor(B) = Eyer(—pB) descrita con anterioridad. El espectro es de nuevo muy similar al de un
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oscilador armoénico, pero los niveles estdn doblemente degenerados. Si, por el contrario, nos
situamos en la zona de doble pozo respectiva a w # 0, esa degeneracién se rompe y los niveles,
manteniendo la estructura de la equidistancia que hemos comentado, se separan ligeramente, de
modo que observamos un espectro analogo al anterior pero con un pequeno desdoblamiento.

Cuando E > 0, situdndonos por encima de los pozos en ambos casos, los espectros son
muy similares. Los niveles estdn mas préximos entre si para valores mas pequenos de energia y
posteriormente van separandose, sin seguir en principio ningin patrén relativo a algiin sistema
fisico de interés, como el del oscilador armoénico que comentdbamos con anterioridad.

w=0 w=0.5
10f ' ——— ' ] 10 ' ' ' ' ]
5F ] ot g
or 1 X
10l ]
. -10} \\ II : —— N 1
Lu> . - \ I | Lu>
15 \ 1 30l // |
o0l \ [ ] /
\ ] ol 7 _
sl \ / ] 7
\ / —
-30f \ / T —/ '
el _\J \/ | . | —\/ |
-5 -3 -1 0 1 3 5 Z4 -2 0 2 4 6
B B

Figura 18: Izquierda: curva de Eyq.(8) y espectro para a = 0.2, w = 0 y N = 50. Derecha: idem
pero con w = 0.5.

Convendria hacer memoria ahora sobre lo comentado acerca de las graficas de los parametros
de orden en la seccién 2.7. Para el caso w = 0, como deciamos, observamos que las figuras tienen
dos partes suaves, siendo la de menores energias la respectiva a la zona del doble pozo de la
figura 18 y la de mayores la correspondiente a la regién sobre ellos. Para w # 0, sin embargo,
apreciamos en las graficas una parte suave asociada a energias bajas (zona de un solo pozo),
otra con fuertes oscilaciones (regién de dos pozos asimétricos) y otra suave, para las energias
mayores, en la que nos encontramos sobre ambos pozos. Si centramos nuestra atencién sobre
las energias intermedias, situdndonos en los dos pozos, podemos encontrar cierto sentido a las
oscilaciones mencionadas. De entre cualquier par de niveles desdoblados de esa regién, el inferior
da un valor de cualquier pardmetro de orden muy diferente al superior. Si de las representaciones
sélo tomdasemos los niveles desdoblados de mayor energia, observariamos que la curva obtenida
serfa suave; ocurrirfa lo mismo tomando sélo los menos energéticos. Y una de estas tultimas
curvas, resultado de obviar uno de los miembros (que tiene més o menos energia que el otro) de
todas las parejas desdobladas, presentaria continuidad con la curva suave respectiva a las
menores energias (es decir, a un solo pozo) del espectro, descrita con anterioridad. Asi puede
comprobarse en la figura 19, donde representamos esta situacién. Podriamos asociar, pues, esa
seleccion de niveles desdoblados al mas profundo de los pozos. El resto lo asignarfamos al
de menos profundidad.
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Figura 19: Pardmetros de orden (nsn) y (s't + tfs) para a = 0.40, w = 0.5 y N = 50 (graficas
extraidas directamente de las figuras 13 y 14). En la regién correspondiente a los dos pozos, sélo
consideramos un nivel de cada pareja desdoblada (el de mayor o menor energia que el otro para

todos los casos). El resultado es la curva a color, en tanto que la curva gris contiene el resto de
valores, que han sido ignorados.

La discusién anterior nos lleva irremisiblemente a pensar en la identificacion de cada uno de
los estados con un pozo u otro. Si los pozos son simétricos (w = 0), es razonable pensar desde
esta perspectiva que habrd una degeneracion doble para estados con energias que caigan dentro
de ellos, en tanto que si son asimétricos (w # 0) no es sorprendente que haya una pequena
diferencia en las energias de los estados asociados a cada uno.

Si extrapolamos estas consideraciones a la regiéon D, que presenta un solo pozo, vemos que
siguen siendo correctas. Lo que nuestros razonamientos predirian seria que el espectro en este
caso deberia estar constituido por un conjunto de niveles equidistantes y no degenerados, tanto

mas similar al de un oscilador cuanto mas simétrico fuese nuestro pozo. Puede comprobarse la
veracidad de todo esto en la figura 20.
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5 I 1} | >
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Esta seccidon nos permite llegar a una conclusion: la forma de la energia variacional parece
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transcender la mera aplicacion del calculo de la energia del estado fundamental y de la funcion
de onda correspondiente. Nos proporciona informacién sobre muiltiples aspectos de los estados
excitados, como pueden ser la degeneracién de niveles, el comportamiento de varios parametros
de orden o la estructura de los espectros, cuyas caracteristicas uinicamente podian manifes-
tarse previamente al estudio que hemos llevado a cabo mediante los resultados que arrojaba el
célculo numeérico en casos particulares. Tras este analisis, contamos con un mejor conocimien-
to el sistema, que se ampara en nuestra capacidad de predecir cualitativamente numerosas de
sus propiedades, al margen de la trabajosa resolucién exacta, cuyo tiempo de calculo aumenta
ostensiblemente conforme N se hace mayor.

2.9. Fases del sistema para los estados excitados

Ya hemos caracterizado fases diferentes para el estado fundamental, y ademas hemos visto
que hay regiones del espectro (que abarcan los niveles excitados) que presentan comportamien-
tos muy diferentes cuando calculamos el valor de ciertas magnitudes con un significado fisico
relevante, asi como también se caracterizan por hacer patentes diferencias muy claras en la
estructura de niveles, como se vio en el apartado 2.8.

Comprobaremos en esta seccién que esas regiones son, como podria haberse intuido, fas-
es diferentes. Atendamos para ello a la definicién que proporcionamos previamente, segin la
cual una transicién de fase se veia manifestada por un comportamiento no analitico de ciertas
magnitudes.

Cualitativamente, si tenemos en cuenta el aspecto de los espectros presentes en la figura 1,
apreciamos que, para valores de o y w dados, el nimero de particulas N seria una magnitud
cuya primera derivada con respecto a la energia mostraria posiblemente discontinuidades. Es
decir, un comportamiento no analitico. La magnitud que vamos a representar y analizaremos
serd, por lo tanto, la densidad de niveles p, que se define del siguiente modo:

dN

=B (35)

p

Dos gréaficas que confirman lo anterior se presentan en la figura 21. En ellas, se ve que para

w = 0 hay sélo un salto infinito, en tanto que hay uno finito y otro infinito para w # 0. Tenemos,

en consecuencia, una transicién de fase A para £ = 0 y una transicién de primer orden para una

energia F¥ < 0siw # 0. El hecho de que las transiciones queden reflejadas tan ostensiblemente nos

permite diferenciar sin lugar a dudas tres fases diferentes, que son las respectivas a las regiones

del espectro de las que habldbamos previamente, tan claramente identificables cualitativamente

en la figura 1, y en las que los pardmetros de orden presentaban un comportamiento tan diferente,

como se estudi6 en la seccion 2.7. Las regiones A, B y C de la figura 2 son, pues, fases
excitadas.
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Caso N=100, w=0, a0=0.3 Caso N=100, w=0.5, a=0.3
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Figura 21: Densidad de niveles para los casos w = 0 y w # 0 para a = 0.3. Se han marcado con
lineas discontinuas las energias £ = 0 y la de la frontera entre las regiones A y B, habiéndose
calculado esta tltima como se explicé al introducir (34) y la figura 17. Las letras A, B y C hacen
referencia a las regiones de la figura 2.

Las gréaficas presentadas en la figura 21 ilustran los saltos en la densidad de niveles p para
un caso muy concreto del espectro, que es a = 0.3. Podemos corroborar que ocurre lo mismo en
cualquier otro punto del mismo, atendiendo a la figura 22.

1 1.5 2 2.5 3 0.5 1 1.5 2 2.5
Densidad de niveles (p). N=100. w=0 Densidad de niveles (p). N=100. w=0.5
- 100
50
0
L L
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. . . . . -150 . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Figura 22: Densidad de niveles representada en una escala de colores para los casos w = 0 y
w # 0 para todo el espectro. Se ve claramente dénde se produce el salto finito para E < 0y el
salto infinito para E = 0. Las regiones A, B y C de la figura 2 quedan evidenciadas en las dos
graficas.

Al término de esta seccién, debemos tener en mente que las fases tanto del fundamental
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como de todos los excitados de nuestro sistema han quedado completamente delimitadas en el
espectro. La caracterizacién de nuestro sistema en este sentido ha sido completa, y ahora es
momento de hacer algunas indagaciones sobre cémo influyen la naturaleza y las propiedades del
sistema en su evolucién temporal, y en la aplicacion, solo justificada para ciertos estados iniciales
respectivos a algunas de las fases (como se verd posteriormente), de la Fisica Estadistica para
describir correctamente los estados de equilibrio de nuestro sistema.

3. Evolucién temporal y termalizacién

El estudio que hemos llevado a cabo hasta ahora caracteriza nuestro sistema en un instante
concreto, pero cabe preguntarse como evoluciona temporalmente. Esto, a su vez, seria relevante
a la hora de determinar tanto si el valor de las magnitudes de interés fisico relajan a uno de
equilibrio cuando ha transcurrido un tiempo suficientemente largo como si, en tal caso, hay
correspondencia entre las predicciones que arroja la Fisica Estadistica y las que proporciona la
resolucion de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo.

Esta cuestién es de suma importancia desde el momento en el que se comienzan a plantear
las bases de la Fisica Estadistica. Todas las conclusiones que se desprendan en el seno de este
ambito sélo tendran sentido si se alcanza el equilibrio, es decir, si hay una relajacién de ciertas
magnitudes fisicas a valores estacionarios. En lo concerniente a la Fisica Clésica, el problema
desemboca en el enunciado de la hipdtesis ergédica (que afirma que el promedio temporal de
una magnitud es igual al llevado a cabo sobre la region del espacio de las fases determinada por
la colectividad bajo empleo), aplicable cuando la no linealidad de las ecuaciones de evolucién
temporal da lugar al caos, garantizandose la llegada a un estado de equilibrio y su independencia
con respecto a las condiciones iniciales. Por el contrario, la Fisica Cuantica no permite hacer
un analisis andlogo de este tema, ya que la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo es
lineal. Kl hecho de que se produzca relajacién y no haya memoria del estado inicial entonces
estd por dilucidar, y es la cuestion que abordaremos a continuaciéon en el caso particular del
sistema que nos atane.

3.1. Resoluciéon de la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo

Sea T' el operador de evolucién temporal que cumple |¢(t)) = T'|¢(to)), donde £y es el instante
inicial y ¢ un tiempo posterior. La ecuacién de Schrodinger para 1" es la siguiente:

oT
HT = in=
ih T (36)

Y, puesto que H # H(t), podemos integrarla de la manera siguiente:

T = exp HH(t - to)} (37)

Con esto, conociendo la representacién de un estado cualquiera en la base de energias (|E,,)) en
el instante inicial (que designaremos por un conjunto de valores a, ), es muy sencillo determinar
cémo evolucionara éste en el tiempo, como se ve a continuacién:

7

o) =S anlBn) = ) =S awesp 1B -] B 39)
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3.2. Eleccién de [¢(tg))

Tenemos que precisar un estado inicial concreto para determinar cémo evoluciona temporal-
mente, y con ello poder predecir como se comportaran los parametros de orden que nos resulten
de interés.

Es légico, en vistas al estudio llevado a cabo previamente que caracterizaba regiones (o
fases, segin vimos en la seccién 2.9) diferentes del espectro (reflejadas en la figura 2), que
serfa provechoso poder tomar |¢(tp)) de tal manera que nos situdsemos en cualquier zona que
quisiésemos del mismo. Por supuesto, queda descartado el tomar un autovector de la energia,
ya que solo evolucionaria modificaAndose su fase y no podriamos abordar las cuestiones que nos
proponemos. FEn otras palabras, en ese caso el sistema estaria relajado a un estado estacionario
desde el instante inicial, lo que no entra dentro de nuestros intereses.

Una buena propuesta para [1)(ty)) seria una funcién de onda (ya normalizada) andloga a la
variacional que tomabamos en (12):

1
VNI + BE)N

donde la relacién B(FE) viene dada implicitamente por (16), y depende de o, w y N. Fijados,
pues, estos parametros, encontramos el valor de 8 que nos sitiia univocamente en un punto del
espectro, en la regiéon que deseemos. Esto facilita mucho la tarea que nos proponemos, consistente
en analizar la evolucién temporal de todas las zonas del espectro.

Podemos expresar (39) de otra manera, desarrollando el binomio de Newton que aparece en
ella. Tendremos:

b(to)) = [W(B(E)) = (s + st o) (39)

N

_ B 1 N! Jin
1000 = WD) = e 3 Gy (Y IV (40)

Pero lo que nos interesa es tener [1(tg)) expresado en la base de energias, para poder aplicar
entonces (38). Siendo M la matriz de cambio de base (calculada diagonalizando el hamiltoniano),

que cumple
N+1

|N]> = Z Mj+1 n‘En> Jj= {0717"' 7N}7 (41)

podemos escribir:

¥ (t)) = /B(E)ijJrln [En)  (42)

HEEN) =3 Wz

Donde ahora se hace aplicable (38), siendo:

ﬁ (E) Mjs1n (43)

“”WZ

En consecuencia, con (39) hemos sido capaces de fijar un estado inicial |¢(tp)) con el que,
resolviendo (16), podemos situarnos en el punto del espectro que deseemos, y cuya evolucién
temporal queda completamente descrita en la imagen de Schrodinger mediante las ecuaciones
(38) y (43).
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3.3. Eleccion de una magnitud para el estudio de la evolucién temporal

Conociendo ya cémo evoluciona un estado que nos interesa, lo que debemos hacer ahora
es estudiar el valor medio de alguna magnitud a lo largo del tiempo. En ciertas secciones de
este trabajo hemos mencionado varias de ellas, que nos fueron de utilidad para caracterizar las
diferentes regiones del espectro. n; constituia un buen ejemplo: manifestaba un comportamiento
radicalmente distinto en las zonas claramente diferenciadas del mismo, y ademds su significado
fisico era evidente, describiendo el niimero de bosones que ocupan el nivel .

Podemos tomar, pues, esta magnitud como referencia para analizar la evolucién temporal
del sistema. Su valor medio en cualquier instante ¢, que designaremos por (n;)(t), sera:

[(n)(8) = (W(B(E); DlndW(B(E): 1) | (44)

Puesto que ny = t1t, en la expresién anterior conviene expresar [1(5(E);t)), cuya representacién
en la base de las energias es conocida por nosotros (y que se dio en (43)), en la base de los niimeros
de ocupacion. Esto es sencillo disponiendo de la matriz de cambio de base M mencionada previ-
amente, proporcionada por la diagonalizacion del hamiltoniano, que permite escribir unos rep-
resentantes en funcién de los otros. Asi, para cualquier vector |v), se cumplird |v) = > an|E,)
y [v) = >_;bj|Nj), estando los coeficientes relacionados del siguiente modo: an =3, ;M1 .

Con lo descrito hasta ahora, ya podemos abordar el calculo de (n;)(t) en la regién del espectro
que deseemos. Los resultados obtenidos se presentardn, junto al correspondiente andlisis, en los
apartados siguientes.

3.4. Prediccién microcandnica del valor de equilibrio para n;

Como hemos comentado ya, nos interesa comparar los resultados que arrojard el proced-
imiento descrito anteriormente, en el que lo fundamental es determinar la evolucién temporal de
un estado, con la prediccién que proporciona alguna de las colectividades de la Fisica Estadistica.

El caso que nos ocupa es un sistema aislado, de manera que la colectividad microcanénica
es la mas adecuada para tratar el problema. Denotaremos en adelante por (n:)mi. al valor que
nos proporcionara ésta. El cdlculo puede hacerse del siguiente modo:

(n)mic = Tr(p - ny) (45)

donde la matriz de densidad p es, en la representacion de la energia, y para una energia £ y una
ventana AFE (que tomaremos como AE = (Y (B(E);to)|H|Y(B(E);to))) dadas:

O(E + AE — E,) — O(E — E,)
Sy O(E+AFE - E)-O(FE - F;

<En‘p‘Em> = )] (5nm (46)

Designaremos la matriz en esta representacién por pjg). La representacion en la base de los
nimeros de ocupacion de ng, matriz que denotaremos por ny ;] es trivial:

(Njlng|NE) = j6x, (47)

Teniendo en cuenta, de nuevo, la matriz de cambio de base M entre ambas representaciones,
podemos hacer el célculo de (n)m;. de la siguiente manera:

(nt)mic = Tr(Mpig MTnt,[Nj}) (48)

Hemos encontrado, por lo tanto, el modo de calcular la prediccién sobre el valor de equilibrio
de n; que proporciona la colectividad microcanénica, (n¢)mi.. Ahora lo compararemos con (n;)(t),
calculado segun lo descrito en las secciones precedentes.
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3.5. Comportamiento de (n;)(t) en las distintas regiones del espectro

Cuando muestreamos en todo el espectro el comportamiento de (n)(t), vemos que hay
diferencias muy significativas en las tres regiones A, B y C que aparecen en la figura 2. En las
figuras 23 y 24, mostramos graficas caracteristicas para cada una de las zonas.
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Figura 23: Graficas caracteristicas de las regiones A (izquierda) y C (derecha). Hay relajacién
de (ng)(t) a (n¢)mic para tiempos suficientemente largos.
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Figura 24: Gréficas caracteristicas de la region B. Ambas son respectivas al mismo punto del
espectro, y corresponden a valores distintos de 3 (reales) que dan lugar a la misma energia segin

(16). No hay relajacion de (n:)(t) a (n¢)mie, y hay memoria del estado inicial: segin sea éste uno
u otro para el mismo punto del espectro, la relajacién se da hacia valores diferentes de n;.

Hay diferencias muy claras entre las regiones sin cruces, que son A y C, y la regiéon B, en

la que éstos estan presentes. En el ultimo caso no hay relajaciéon de (n:)(t) a (n¢)mic, sino a
otras cantidades, mientras que en el resto de ocasiones hay una concordancia excelente entre
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la prediccién de la colectividad microcandnica y el valor al que tiende (n;)(t) para tiempos
suficientemente largos.

Otro detalle importante es que en la regiéon B apreciamos que hay memoria del estado inicial.
Si partimos de estados diferentes (con distinta [3) pero que tienen la misma energia segin (16),
cuando transcurre un tiempo suficientemente largo n; relajara a valores diferentes para cada caso.
No tiene sentido la aplicacién de la colectividad microcanodnica al sistema en tales circunstancias,
ya que no puede existir dependencia del estado inicial, sino sélo sobre la energia (y, por supuesto,
el resto de pardmetros N, a y w).

3.6. Recurrencias de (n;)(t) y sus periodos

Si en las graficas de las figuras 23 o 24 tomamos tiempos mucho mayores a los que aparecen
en el eje de abscisas, lo que observamos son recurrencias, es decir, desviaciones repentinas de
(ny)(t) con respecto al valor de relajacién, y cuyas oscilaciones reproducen préacticamente las que
se dieron en los instantes iniciales hasta alcanzarse el valor de equilibrio. Un ejemplo de esto se
muestra en la figura 25.

N=1000. w=0.5. a=0.2. E=—-883

1000
800 1
600 ]
/\4—'
c
\Y
400 1
200} <nt>(t)
—_<n> .
t mic
0 L
0 1 2 3
«s) x 10

Figura 25: Ejemplo de recurrencias. Corresponde a la figura 23 (izquierda), tomando un limite
de tiempo mayor en el eje de abscisas.

Para que un sistema relaje verdaderamente a un estado de equilibrio, lo que debe ocurrir es
que, en el limite termodindmico (N — c0), el tiempo transcurrido entre la primera relajacién y
la siguiente recurrencia (que designaremos por T, y al que llamaremos simplemente tiempo de
recurrencia) tienda a infinito. Veamos que esto es cierto en la figura 26.
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Figura 26: En el esquema de la izquierda, los circulos rojos indican en qué regiones del espectro
se ha llevado a cabo un andlisis de los periodos de recurrencia frente a IV, cuyos resultados se
muestran a la derecha.

No sélo apreciamos que hay un aumento de T conforme N se hace mayor, sino que, ademas,
el ajuste de los resultados a una recta es bastante bueno. Hemos tomado puntos de la region A
en este andalisis porque las recurrencias presentaban un aspecto mas regular que en las demds,
de manera que ofrecian mas facilidades para calcular T a través de programas de Matlab,
permitiéndonos con ello trazar la grafica de la figura 26 (derecha) con numerosos puntos. Lo
mismo ocurre, no obstante, para el resto de zonas, B y C.

Hemos demostrado aqui, pues, que, pese a la aparicién de recurrencias para tiempos sufi-
cientemente largos, cuando nos aproximamos al limite termodindamico éstas estan infinitamente
espaciadas, y, en consecuencia, podemos decir que n; relaja permanentemente a un valor, sin
desviarse de él practicamente nunca.

3.7. Cuantificacién de la desviacién de (n;)(t) con respecto a (n;)mic

Hasta ahora, hemos visto cémo son las gréficas tipicas de (n;)(t) para cada zona del espectro,
v hemos apreciado algunas diferencias entre las distintas fases. En adelante, pretendemos detallar
con mayor profundidad cémo son las diferencias entre el valor predicho por la colectividad
microcanénica y el promedio temporal de (n;)(t), que designaremos por (n;)(t).

Para ello, tomemos un «, w y N dados y representaremos para todas las energias posibles
la variable |(ny)(t) — (n¢)mic| (promediando para todos aquellos § posibles para una misma
energfa, segin (16)). El resultado se muestra en 27. Para las fases A y C, como comentidbamos
en la seccién 3.5, vemos que el la desviacién de (n;)(t) con respecto a (n¢)m . tiende a 0, en tanto
que no ocurre lo mismo para la regiéon B, en la que habia cruce de niveles: alli se acrecienta
notablemente. Eso ocurre, por supuesto, para aquéllas zonas que no son cercanas a las regiones
de transicién entre unas fases y otras.
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Figura 27: |(ng)(t) — (n¢)mic| frente a E para o, w y N fijados. Se proporciona también la
representacion de la densidad de niveles, p, para discernir en cudl de las fases (A, B o C) nos
encontramos.

Las gréaficas de la figura 27 se corresponden, no obstante, a zonas muy concretas del espectro.
Para confirmar lo que en esta secciéon hemos comentado, deberiamos hacer un andlisis analogo
pero que abarcase todo el espectro. Los resultados del mismo aparecen en la figura 28, donde
[{(ne) (t) — (nt)mic| aparece representado en una escala de colores, y una vez mas apreciamos cémo
hay un comportamiento completamente diferente entre las diversas fases que presenta nuestro
sistema, puestas de manifiesto en la figura 22. De estas gréficas se infiere que, para las fases A
y C de la figura 2 hay relajacién de (n;)(t) al valor predicho por la colectividad microcandnica
para tiempos suficientemente largos. No es asi para la regién B, donde el valor al que tiende
(n¢)(t) cuando t — oo depende del estado inicial y dista aproximadamente en 10 bosones del
predicho por la Fisica Estadistica. Llevando a cabo un andlisis para sistemas con mayor niimero
de particulas (llegando hasta N ~ 1000), puede apreciarse que la magnitud de este error o
desviacién siempre se encuentra en torno al 10% de N.
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Figura 28: Representacion de |(n)(t) — (n¢)mic| para los casos w = 0 y w # 0. Conviene comparar
estas gréaficas con las que aparecen en la figura 22, que son las que nos indican en qué regién del
espectro se localiza cada fase.

Con el conjunto de secciones precedentes hemos llegado, por lo tanto, a la conclusién de
que sOlo para las fases A y C de la figura 2, donde no hay cruce de niveles, el
sistema relajara a los valores de n; predichos por la colectividad microcanénica, y
que hemos denotado por (n:)mic. Por el contrario, en B habrd memoria sobre el estado
inicial, y no sera fiable la informacién que se extrae de la Fisica Estadistica en comparacién
con el comportamiento de ny.

4. Conclusion

El presente trabajo ha indagado sobre las propiedades de un modelo de bosones st mas
implicadas en el estudio de este sistema desde el enfoque de la investigacién de sus transiciones
de fase y evolucién temporal. Las motivaciones de esto atienden a la satisfacciéon de varios
objetivos en campos diferentes: el estudio en Fisica Nuclear del IBM, del que es una simplificacion
que facilita la obtencion de resultados; la caracterizacion en si del modelo y sus transiciones
de fase, de utilidad para el andlisis de fenémenos decoherentes y su aplicacién préactica a la
computacién cudntica, como puede verse en [5]; y un avance en el conocimiento del sistema,
ineludible para el posterior tratamiento de su evolucién temporal y como paso previo a emprender
una investigacion sobre la relajacion de sistemas de muchas particulas a lo dictaminado por las
predicciones de la Fisica Estadistica.

En cuanto a la caracterizacién del espectro, se ha abordado por dos frentes, siendo uno
de ellos la resolucién exacta de la diagonalizacion del hamiltoniano y el otro la aplicacién del
método variacional. El objetivo del dltimo era dotar de una indole analitica a la resolucion, ex-
onerandola del exclusivo caracter numérico del primero que dificilmente podria complementarse
con una interpretacion cualitativa y una imagen fisica. El estado fundamental queda asi com-
pletamente descrito, siendo la concordancia de las energias proporcionadas por ambos métodos
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muy buena. Adema3s, esto ofrece una vision sobre las diferentes fases que podemos encontrar en
el estado fundamental, y sobre qué magnitudes fisicas son las adecuadas para su caracterizacion.
Esos parametros de orden también han sido objeto de andlisis, permitiéndonos indagar sobre
la naturaleza de los estados excitados, y es de destacar el hecho de que hasta ahora sélo una
pequena aproximacién a ellos se habia llevado a cabo en algunas referencias existentes sobre este
modelo.

Lo que se ha podido inferir sobre esto es que, como desde el principio vaticinaban los espectros
representados, en ellos hay varias regiones diferentes que se ponen claramente de manifiesto en el
estudio de ciertos observables. En particular gozan de interés los cambios bruscos que se aprecian
entre unas y otras y las fuertes oscilaciones presentes para ciertas zonas en todas las graficas
relativas a w # 0. Estos parametros de orden no sélo merecen un estudio por establecer ciertas
fronteras entre las fases en el espectro, dividiéndolo segiin tenga unas propiedades u otras, sino
también por ser capaces de arrojar mucha mas informacién en cuanto al estudio de las fases y
la evolucién temporal se refiere.

La totalidad de lo anterior ha servido para ir detallando la descripcién del espectro a lo
largo del trabajo, que culmina con una interpretacién de las diferentes fases que lo integran
fundamentada, curiosamente, en una profundizacion en la forma de la energia variacional que
aparentemente solo serviria para el estudio del fundamental, y que puede extrapolarse al conjunto
de los excitados. Partiendo de un espectro relativamente complejo que arroja el tratamiento
numérico, hemos sido capaces de ofrecer un procedimiento para predecir tanto su estructura
como la forma de las graficas de sus pardametros de orden cualitativamente, salvando la necesidad
de diagonalizar matrices de grandes dimensiones para obtener esa informacién. Asimismo, la
densidad de niveles ha sido una herramienta fundamental para delimitar rigurosamente cuéles
son las fases de los estados excitados, concluyendo con esto una descripcion completa de todo
el espectro con la que se establece una base para emprender el estudio de otros aspectos del
sistema.

Todo lo anterior se ha tomado, pues, como punto de partida para tratar el analisis de la
evolucién temporal en el marco del modelo st. A esta dltima parte se ha dedicado una porcién
significativa del trabajo. Se ha procedido calculando cémo evoluciona el niimero de bosones en
el nivel ¢ (que es un pardmetro de orden) a lo largo del tiempo, y se ha estudiado para todas
las zonas del espectro si existia una relajacién hacia un valor de equilibrio. Asi ocurria siempre,
aunque sélo se daba la coincidencia entre éste y el predicho por la colectividad microcanénica
en las fases del sistema en las que no habia cruces de niveles presentes. Alli donde no existia
tal concordancia, hemos visto como el valor de relajaciéon dependia de las condiciones iniciales
(estado del sistema en el instante inicial); es decir, hay memoria sobre el estado inicial para la
region del espectro en la que se producen dichos cruces, y en tal caso deben desestimarse los
resultados que proporciona la Fisica Estadistica.

Podria recalcarse que lo referido a evolucién temporal tiene un caracter novedoso y pretende
ser objeto de una publicacién futura. Esto se debe a que se ha observado por primera vez
una relaciéon directa entre la presencia de una transicién de fase y un cambio brusco en la
aplicabilidad de la colectividad microcanénica, que hasta ahora se habia vinculado bien con la
integrabilidad del modelo, bien con las caracteristicas de los observables que entraban en juego.
En otras palabras, podria decirse que hemos mostrado, por primera vez, que, en un sistema
integrable y para un observable sencillo y fisicamente relevante, podemos pasar de la situacién
de termalizacién (es decir, relajacién a un estado de equilibrio) a la de no termalizacién al cruzar
un punto critico.

Seria interesante, en vistas a lo anterior, considerar que este estudio podria dar pie a nuevas
investigaciones sobre el mismo tema (conexién entre puntos criticos y termalizacién) en otros
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modelos, con el objeto de esclarecer esta cuestion mas ampliamente y desde una perspectiva
mucho mas global y general.

A lo largo de este trabajo han quedado, pues, dilucidadas varias de las propiedades sobre
el modelo st, respondiendo al interés tedrico de profundizar en el conocimiento del modelo
y, ademas, trazando algunas directrices de un futuro proyecto consistente en el estudio de la
evolucién temporal de sistemas cuanticos de muchas particulas.
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