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Capitulo 1

Introduccion

El objeto de este trabajo es el estudio de los sistemas de particulas idénti-
cas sin interaccion en el contexto del caos cudntico.

El término caos surgié en mecanica clasica en la segunda mitad del s. XX
para designar un nuevo tipo de dindmica compleja que presenta una serie
de caracteristicas concretas, tales como la separaciéon exponencial de dos
trayectorias inicialmente muy proximas o la pérdida de predecibilidad a largo
plazo [1]. En contraposicién al término cadtico tenemos el término integrable
para designar una dindmica mas regular de caracteristicas completamente
distintas.

Con el nacimiento de la mecanica cuantica surgio la pregunta de si exis-
tirfa algin tipo de dindmica que pudiese definirse como cadtica en el contexto
de la mecdanica cudntica. Después de todo la mecanica clasica debe emerger
como limite de la mecanica cuantica en la regién semicldsica, es decir, a es-
calas grandes comparadas con la longitud de onda de De Broglie [2]. Asi el
término caos cudntico nos sugiere en principio el estudio de un cierto ti-
po de dinamica con una serie de caracteristicas definidas en el contexto de
la mecanica cuantica. Sin embargo, existen una serie de dificultades que no
permiten definir el caos mediante propiedades intrinsecamente cuanticas. Por
ejemplo, en mecanica cuantica se pierde por completo el concepto de trayec-
toria.

Por otro lado, si cabe el estudio cuantico comparativo de sistemas que
clasicamente son cadticos o integrables. Este estudio se llevé a cabo y se
llegd a la conclusién de que los espectros cuanticos de energias de los sis-
temas clasicamente cadticos y los de los sistemas clasicamente integrables
podian distinguirse en base al tipo de fluctuaciones espectrales [3, 4]. Es de-



Introduccién

cir, las fluctuaciones de los espectros de sistemas cldsicamente integrables
siguen la estadistica de Poisson, segin mostro el trabajo pionero en el cam-
po de Berry y Tabor [3], mientras que las fluctuaciones de los espectros de
sistemas clasicamente caodticos coinciden con las predichas por la teoria de
matrices aleatorias, segiin conjeturaron Bohigas y sus colaboradores [4]. Por
eso, el término caos cudntico nacié para designar el estudio del comporta-
miento mecano-cuantico de los sistemas que clasicamente son cadticos. Esta
definicion dista mucho de la que en principio podriamos haber esperado, por
eso, el término caos cudntico generé en su origen mucha controversia como
nombre de esta nueva disciplina.

Sin embargo, a pesar de que la investigacion no se dirigié principalmente
por las vias que nuestra intuicién en un principio nos podria indicar, el caos
cudntico ha constituido un campo de investigacion muy activo en el que se
han hecho importantes progresos en las dos tltimas décadas. Tanto es asi, que
hoy disponemos de una serie de herramientas que nos permiten estudiar las
fluctuaciones de los espectros cuanticos de energia de sistemas que no tienen
un andlogo clésico claro, como son los que nos ocupan en este trabajo. Segin
el tipo de fluctuaciones que presente el sistema podremos incluirlo en uno de
los dos tipos de sistemas cudnticos cuya distincion se ha podido establecer
gracias al estudio comparativo de los sistemas clasicamente cadticos frente a
los clasicamente integrables: sistemas cuyas fluctuaciones espectrales siguen
la estadistica de Poisson o sistemas cuyas fluctuaciones espectrales coinciden
con las predichas por la teoria de matrices aleatorias.

Los sistemas que son objeto de estudio en este trabajo estan compues-
tos por varias particulas idénticas que no interaccionan entre si. Debido al
caracter bosénico o fermidénico de las mismas el sistema no tiene un andlogo
clasico claro. Pero a pesar de que la definicién de caos cudntico sugiere lo
contrario podemos llevar a cabo un estudio de este tipo de sistemas en el
contexto de esta disciplina. Simplemente hay que utilizar las herramientas
desarrolladas para el estudio de la estadistica de las fluctuaciones que, segiin
hemos senalado, tienen como unico requisito imprescindible disponer de un
espectro de energias.

El estudio se centrara concretamente en la relacion entre las propiedades
de las fluctuaciones del espectro de particula independiente y las del corres-
pondiente espectro del sistema de N particulas. El hamiltoniano de este tipo



de sistemas puede escribirse como

H=>h, (1.1)

donde h, es el hamiltoniano individual de una particula y /N es el nimero
de particulas. Es decir, no hay términos de interaccién. Por tanto, lo que
tenemos es un espectro individual de cada particula (espectro de particula
independiente) y el espectro del sistema en el que la energia total viene dada
por la suma de las energias de todas las particulas:

E= ieq, (1.2)

g=1

donde e, es la energia que tiene la particula ¢ por estar en un determinado
nivel del espectro de particula independiente.

Lo que se pretende es considerar distintos tipos de espectros de particu-
la independiente (cadticos e integrables) para ver si el espectro del corres-
pondiente sistema de N particulas presenta las mismas propiedades en su
estadistica de fluctuaciones o por el contrario éstas se pierden.

Hasta ahora el estudio de sistemas de particulas idénticas en el contexto
del caos cuantico se ha centrado en sistemas con interacciéon o bien en la
transicién de un hamiltoniano sin interaccién (que se ha considerado siem-
pre regular) al hamiltoniano completo con interaccién. Es decir, que toda la
atencion se ha enfocado hacia sistemas con interaccién, considerando siempre
que el sistema antes de introducir la interaccién presenta un comportamiento
regular, integrable. Por eso nosotros nos hemos centrado en sistemas sin in-
teraccion y nos hemos preguntado qué ocurriria en el caso de que el espectro
de particula independiente puede elegirse entre diversos tipos, qué ocurriria
con el espectro del sistema, qué propiedades presentarian sus fluctuaciones y
si éstas tendrian que ver o no con las del espectro de particula independiente
a partir del cual se ha generado.

En el siguiente capitulo se presenta una introduccién a la disciplina del
caos cuantico y se describen las herramientas desarrolladas en este campo
para el estudio de las propiedades de las fluctuaciones de los espectros cuanti-
cos de energia. Estas herramientas se aplican a los sistemas de N particulas
indénticas sin interaccién, que se describen en el capitulo 3. En el capitulo 4
se exponen las conclusiones del analisis. Los detalles sobre la teoria de ma-
trices aleatorias se recogen en el apéndice A y la mayor parte de los calculos
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de la densidad de estados del sistema de N particulas, que se describe en el
capitulo 3, se recogen en el apédice B con el fin de aligerar el contenido de
esa parte.



Capitulo 2

Caos cuantico

Las caracteristicas propias del movimiento cadtico tienen definiciones con-
sistentes en el contexto de la mecanica clasica. En cambio, no puede hablarse
de dinamica cadtica en el contexto de la mecdnica cuantica. Por tanto, la
primera pregunta que podriamos hacernos es si tiene sentido hablar de caos
cuantico, si existe tal disciplina y en ese caso cudl seria su definicion. La
respuesta es que, por paraddjico que parezca, tal disciplina existe, lleva in-
vestigandose casi 30 anos y, sin embargo, atin no existe una definicién precisa
de la misma.

Los conceptos, definiciones y criterios originalmente desarrollados en mecéa-
nica cldsica no son facilmente trasladables a la mecanica cuantica. Para em-
pezar la existencia del caos clasico es debida al caracter no lineal de las ecua-
ciones de la dindmica newtoniana. La ecuacion de Schrodinger, en cambio,
es lineal.

Por otro lado, en mecanica cuantica tienen cabida los sistemas clasicamen-
te integrables, como el &tomo de hidrégeno, pero también los clasicamente no
integrables, como el &tomo de helio. Ademas, el principio de correspondencia
establece que en la regién semiclasica, es decir, a escalas grandes comparadas
con la longitud de onda de De Broglie, la mecénica clésica debe emerger como
limite de la mecanica cuantica. Por lo tanto, parece razonable que se trate
de indagar en el contexto de la mecanica cudntica sobre las posibles carac-
teristicas y criterios que permitan distinguir un comportamiento analogo a lo
que es el caos en mecanica clésica, es decir, sobre el origen mecano-cuantico,
si es que existe, de la distincién entre sistemas caoticos e integrables en el
limite clasico. A continuaciéon entraremos un poco mas en detalle en estas
cuestiones y después pasaremos a describir las herramientas de que dispone-
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mos y que utilizaremos en este trabajo para analizar las senales del caos en
el comportamiento de los sistemas cuanticos.

2.1. Caos en mecanica clasica

Las leyes de la mecédnica clasica son deterministas, esto es, conocidas sus
condiciones iniciales con exactitud el movimiento de una particula puede pre-
decirse para cualquier instante de tiempo. Este punto de vista determinista
predominé en la Fisica desde el s.XVII, en que Newton establecié sus leyes,
hasta finales del s.XIX.

Con el nacimiento de la mecanica estadistica se comenzé a utilizar una
descripcion probabilistica de los sistemas complejos con muchos grados de
libertad. Se vio que esta era la inica manera posible de describir este tipo de
sistemas: utilizando unas pocas variables significativas, que dan cuenta del
comportamiento “en media” de todos sus componentes, dado que el estudio
del movimiento exacto de cada particula era un problema inabordable. Sin
embargo, este nuevo tipo de descripcién se vio s6lo como una nueva técnica
util que solucionaba el problema del manejo de muchos grados de libertad,
es decir, no se trataba de un problema de principio: las leyes de Newton
describian correctamente el movimiento individual de cada particula aunque
las herramientas de cédlculo desarrolladas hasta entonces no permitieran en la
practica tal descripcién, que, de hecho, tampoco permiten las herramientas
actuales.

A principios del s.XX surgi6 la mecdnica cudntica en el intento de explicar
el movimiento de las particulas microscépicas, que no tenia cabida bajo las
leyes de la mecédnica clasica. Y se revel6 como una teoria mas completa,
capaz de describir el movimiento tanto en el mundo macroscépico como en
el microscopico. Al tratarse de una teoria intrinsecamente probabilistica no
dejaba ya lugar para el mecanicismo.

Finalmente, durante la segunda mitad del s.XX, surgi6 en el seno de la
propia mecanica newtoniana una nueva barrera para la idea del mecanicismo:
se comprobd que no sélo los sistemas con muchos grados de libertad sino
también sistemas muy sencillos podian mostrar una dindmica muy compleja
con unas caracteristicas que impedian cualquier predicciéon a largo plazo.
Esta complejidad aparece debido al caracter no lineal de las ecuaciones de la
dindmica newtoniana y a pesar de su caracter determinista. Por eso recibe
el nombre de caos determinista.
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2.1.1. Integrabilidad

En mecdnica clasica puede hablarse de dos tipos de sistemas: los sistemas
integrables, que presentan un comportamiento sencillo y predecible, frente a
los sistemas cadticos, que presentan un comportamiento muy complejo. Se di-
ce que un sistema hamiltoniano con N grados de libertad es integrable cuando
existen N constantes del movimiento independientes; en tal caso el teorema
de integrabilidad de Liouville garantiza que las ecuaciones del movimiento
son resolubles por cuadraturas. Ademads, la trayectoria del sistema esta con-
finada en un toro /N-dimensional en el espacio de fases 2/N-dimensional y
el movimiento es equivalente a N movimientos periddicos en una dimensiéon
cada uno con su propia frecuencia, se dice que es multiperiédico.

Una pequena perturbacién en un hamiltoniano integrable conlleva la
pérdida de la integrabilidad. El teorema KAM describe como es la transicion
de la integrabilidad al caos en funcién de la intensidad de la perturbacién,
cémo van deformandose y desapareciendo los toros invariantes dando lugar
a un sistema en el que las trayectorias no estan confinadas en toros sino que
recorren todo el espacio de fases [5].

2.1.2. Caracteristicas de la dinamica cadtica

Que no seamos capaces de encontrar las N constantes del movimiento que
garantizan la integrabilidad de un sistema no implica que éstas no existan,
de hecho, generalmente son dificiles de encontrar. Por tanto, es conveniente
conocer otros aspectos caracteristicos del caos que nos permitan identificarlo
mas facilmente. La mas conocida de estas caracteristicas es la extrema sen-
sibilidad a las condiciones iniciales producida por la separacién exponencial
de las trayectorias en el espacio de fases. El parametro que mide este efecto
de forma cuantitativa es el exponente de Lyapunov, definido como sigue [1]:

, 1 d(XO, t)

A(xg) = lim —log ——=,

t—oo ¢ d(X(), 0)

donde d(xog,t) es la separacion, en el instante ¢, entre dos trayectorias con
condiciones iniciales en un entorno de Xg.

Otra caracteristica, ligada a la anterior, es la pérdida de predecibilidad.
La pérdida de informacién que experimenta un sistema por unidad de tiempo
queda cuantificada en la llamada entropia de Kolmogorov K [6], que sirve
ademas para estimar el tiempo maximo hasta el que es posible predecir el
movimiento de un sistema caotico.

(2.1)
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El caos clésico puede encontrarse también en el espectro de Fourier. Segin
hemos comentado, el movimiento de un sistema integrable es multiperiédico
y por tanto su espectro de frecuencias presenta picos centrados en las fre-
cuencias caracteristicas del sistema. El movimiento cadtico, por el contrario,
no presenta ningin tipo de regularidad, es aperiddico y por tanto su espectro
de frecuencias no presenta picos, es continuo.

2.2. Caos en mecanica cuantica

Podemos intentar definir el caos en mecénica cuantica de la misma manera
que se hace en mecanica clasica: en base al concepto de integrabilidad. A pesar
de que los conceptos clasicos pueden trasladarse a la mecanica cuantica la
definicién que resulta no es en absoluto consistente, llevando a conclusiones
como que el andlogo cuantico de un sistema clasicamente integrable es cadtico
o viceversa [7].

Podemos intentar definirlo entonces en base a alguna de sus caracteristi-
cas, como la sensibilidad a las condiciones iniciales. Pero aqui surgen pro-
blemas de concepto: la separacién exponencial de las trayectorias con con-
diciones iniciales proximas no tiene sentido en mecanica cuantica, ya que ni
lo tiene el propio concepto de trayectoria ni pueden determinarse las condi-
ciones iniciales con exactitud debido al principio de incertidumbre. En este
punto podriamos optar por cambiar la separacién de las trayectorias por se-
paraciéon de las funciones de onda. Sin embargo, esto tampoco nos lleva a
un resultado satisfactorio: la unitariedad del operador de evolucién temporal
implica que el grado de solapamiento de dos funciones de onda del sistema
permanece constante en el tiempo:

(W(to)[®(to)) = (L(D)[®(1)), V. (2.2)

Una tercera posibilidad consiste en estudiar pequenas perturbaciones en el
hamiltoniano, en lugar de en las condiciones iniciales [8]. Pero esta opcién no
ha resultado tampoco por el momento en una definicién consistente, aunque
la investigacion en esta linea continia abierta.

Podemos concluir entonces que no parece posible encontrar una defini-
cion satisfactoria del caos en mecanica cuantica en base a la analogia con
la mecanica clédsica. Sin embargo, como comentamos anteriormente, el caos
deberia manifestarse de alguna manera en la mecanica cudntica, ya que la
mecanica clasica debe emerger como limite de la mecénica cuantica en la re-
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gién semiclasica. Pasamos a continuacién entonces a describir brevemente el
estudio del limite semiclasico y veremos qué conclusiones se pueden extraer.

2.2.1. Limite semiclasico

A la hora de comparar resultados clasicos y cuanticos hay dos posibles
puntos de vista: el limite de la mecanica cudntica para escalas grandes y la
cuantizacion de sistemas clasicos. El primero cronolégicamente fue logica-
mente este ultimo, es lo que se llama la mecdnica cudntica antigua. A partir
de sistemas cldsicos integrables se consiguié obtener unas reglas de cuan-
tizacién (reglas de Sommerfield-Wilson-Ishiwara(SWI) [9]), que permitian
decidir cudles energias de todo el continuo clasico eran cudnticamente posi-
bles, dando lugar a un espectro cuantico discreto de energia. Posteriormente,
tras el desarrollo de la mecanica cuantica, una vez conocida la ecuacion de
Schrodinger, se llegd a estas mismas reglas de cuantizacién SWI pero por el
otro camino mencionado: buscando el limite de la ecuaciéon de Schrodinger
para escalas grandes. El calculo semiclasico que conduce a este resultado es
la aproximacion WKB (Wentzel, Kramer, Brillouin [10]).

Para sistemas no integrables, sin embargo, no es posible esta cuantizacion.
Ya en 1917 Einstein [11] advirtié que la cuantizacién SWI no tenia sentido
en sistemas no integrables. Y la aproximacion WKB presenta las mismas
dificultades. Este problema lo resolvié Gutzwiller [12] mediante el cilculo
semiclasico de su férmula para un observable puramente cudntico, como es
la densidad de estados, a partir de magnitudes puramente clasicas, como son
las érbitas periddicas del sistema andlogo clasico. La densidad de estados se
define para un espectro discreto de energia {E;} como

g(E) = Z J(E - Ey), (2.3)

siendo g(E)dE el nimero de estados en el intervalo de energia comprendido
entre F'y E'+ dFE.

La formula de Gutzwiller para la densidad de estados, valida tanto para
sistemas integrables como para sistemas cadticos, es la siguiente:

o(B) = % 3 4, cos <%ST(E) _ “;”) | (2.4)

donde la suma se extiende a todas las érbitas periddicas clasicas del sistema,
incluyendo las de longitud nula, las amplitudes A, dependen del periodo y de
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la estabilidad de la 6rbita frente a pequenas perturbaciones, S, es la accién
clasica y p, es el llamado indice de Maslov, que viene dado por diversas con-
tribuciones que dependen de ciertas propiedades de las érbitas, por ejemplo,
en los billares una de las contribuciones tiene que ver con las reflexiones en
las paredes: por cada reflexion p, aumenta en 2 unidades para condiciones
de contorno tipo Dirichlet y no cambia para condiciones de contorno tipo
Neumann.

Entre las 6rbitas que contribuyen a la suma, aquellas que tienen longitud
nula dan una contribucién particular a la densidad de estados; realizando el
correspondiente calculo se obtiene

go(E) = ; /dpdq5[E — H(p,q)], (2.5)

1
(27h)
que corresponde a la porcién del espacio de fases accesible para una particula
clasica con energia E' y se la llama parte suave de la densidad de estados,
ya que presenta un comportamiento que varia suavemente con la energia.
La parte que forman el resto de contribuciones de las érbitas de longitud
no nula presenta un comportamiento oscilatorio y recibe el nombre de parte
fluctuante de la densidad de estados. Por tanto, la densidad de estados g(F)
de un sistema cudntico puede separarse en una parte suave, g(E) = go(E),
que daria un comportamiento medio propio del sistema clasico, y una parte
fluctuante, g(E), que seria propia exclusivamente del sistema cudntico:

9(E) =9(E) + g(E). (2.6)

De hecho, veremos a continuacién que seran precisamente las fluctuaciones,
concretamente sus propiedades estadisticas, las que nos serviran para dar una
definicion del caos en mecanica cuantica.

2.2.2. Parte fluctuante de la densidad de estados

La féormula de Gutzwiller presenta en la practica serios problemas de
divergencia, haciendo muy dificil la tarea de calcular un espectro cuantico a
partir de la suma en érbitas periddicas. Esto es debido a la proliferacion del
numero de érbitas periodicas con la longitud, que es de tipo polinomial en
sistemas integrables y exponencial en sistemas cadticos [12].

Esta proliferacién en el numero de 6rbitas, por otro lado, nos permite
establecer que en el limite de érbitas periédicas largas (a partir de una cierta
longitud) las propiedades del sistema individual ya no son relevantes y hay

10



2.2 Caos en mecanica cuantica 11

que aplicar métodos estadisticos. Entonces sera la parte fluctuante de la
densidad de estados (que es la que proviene, segin la férmula de Gutzwiller,
de contribuciones de 6rbitas de longitud no nula) la que sera susceptible de un
estudio estadistico. Mediante este estudio se ha llegado a los dos resultados
mas importantes en caos cuantico [3, 4], que establecen que la parte fluctuante
de la densidad de estados es universal: una vez fijadas las simetrias espacio-
temporales del problema, depende tunicamente de si el sistema clasico es
integrable o cadtico pero no de las propiedades individuales del mismo.

En 1973 Percival [13] ya conjeturé que existen dos tipos de espectro de
energias para un sistema con més de un grado de libertad: uno regular cuando
el sistema analogo clasico es cadtico y otro irregular cuando es integrable. La
principal diferencia entre ambos tipos de espectro es la correlacion entre los
niveles. Si el sistema clasico es integrable los niveles no estan correlacionados,
de manera que pueden aparecer degeneraciones en el espectro. Esto implica
que si se estudia la dindmica de niveles del sistema, es decir, si se introduce
un parametro variable en el hamiltoniano y se estudia como va cambiando el
espectro al variar el parametro, se observa que los niveles evolucionan de una
manera tal que pueden darse cruces entre ellos. En cambio si el sistema clasico
es cadtico aparece correlaciéon entre los niveles y al estudiar su dindmica no
se dan cruces entre ellos; en su lugar, aparecen los llamados cruces evitados:
los niveles pueden aproximarse mucho pero siempre acaban volviéndose a
separar, por eso se dice que estos sistemas presentan repulsion entre niveles.

Después, en 1977, Berry [3] estudié mediante la aproximacién semiclésica
sistemas clasicamente integrables con el fin de demostrar o falsar la conjetu-
ra de Percival. Y consiguié demostrar que las correlaciones en estos sistemas
son de tipo Poisson, es decir, que los niveles estan efectivamente descorre-
lacionados. A pesar de realizarse en el limite semiclasico este resultado se
ha mostrado, numéricamente, igualmente aplicable en sistemas puramente
cuanticos.

El resultado andlogo para sistemas caéticos se debe a Bohigas, Giannoni
y Schmidt [4], que en 1984 conjeturaron que las correlaciones en este tipo de
sistemas coincidian con las predichas por la teoria de matrices aleatorias. En
los anos siguientes se han ido obteniendo muchos resultados experimentales
y numeéricos que corroboran esta conjetura, pero atin no ha sido demostrada
con rigor.

Es importante hacer notar en este punto que estamos dando ya implicita-
mente una definicién de caos cudntico: ya que, segin hemos visto, no pode-
mos caracterizar el caos desde un principio con propiedades intrinsecamente

11
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cuanticas, lo que si podemos hacer es estudiar cudnticamente sistemas cuyo
andlogo clasico conocemos y tratar de encontrar rasgos cuanticos que diferen-
cien los sistemas en funcién de si su andlogo clasico es integrable o cadtico. Es
decir, llamamos caos cuantico al estudio cuantico de los sistemas clasicamente
cadticos; esta es la definicién mas utilizada en la actualidad.

Una vez establecidos los rasgos del caos cudntico de esta manera, podrian
servirnos para caracterizar el caos en sistemas cuanticos que no tienen un
analogo cldsico claro, como son los sistemas de varias particulas idénticas,
que nos ocupan en este trabajo. En este tipo de sistemas, debido al caracter
bosénico o fermiénico de las particulas, no existe un limite clasico bien defi-
nido. De aqui la importancia de encontrar caracteristicas del caos puramente
cuanticas, que permitan distinguirlo sin necesidad de recurrir al limite clasico.

El estudio de las propiedades estadisticas de las fluctuaciones del espec-
tro cudntico incluye correlaciones de corto y de largo alcance (correlaciones
entre niveles de energia préximos o alejados, respectivamente). De la férmula
de Gutzwiller se puede deducir que las 6rbitas largas determinan el com-
portamiento de las correlaciones de corto alcance, mientras que las cortas
determinan el de las correlaciones de largo alcance. Por ejemplo, en el caso
de los billares la accion S, para una érbita de longitud [, es S, = hkl,., donde
el nimero de ondas k se relaciona con la energia mediante £ = h?k?/2m.
Introduciendo esta expresién de la accién en la férmula de Gutzwiller (2.4),
vemos que cada orbita de longitud [, aporta una contribucién oscilatoria de
periodo Ak = 27 /l.. Entonces las 6rbitas de longitud grande son respon-
sables de las correlaciones de la energia (kK = k(E)) de corto alcance y las
6rbitas de longitud pequena son responsables de las correlaciones de largo
alcance.

Por tanto, si, segin hemos senalado, se puede esperar universalidad sé6lo
a partir de una cierta longitud o un cierto periodo minimo 7', esto implica
una restriccion para las correlaciones de largo alcance: éstas seran universales
sélo para ventanas de energia AF < h/T. En la préctica este periodo T no
tiene en realidad una definicién exacta y se suele tomar el valor del periodo
de la érbita mas corta, T},;,, de manera que lo que se puede asegurar es que
no hay universalidad para ventanas AE > i/T,,,.

12
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2.3. Teoria de matrices aleatorias

La teoria de matrices aleatorias fue desarrollada en los anos 50 y 60 por
Wigner, Dyson, Mehta y otros con el objetivo de sistematizar el estudio
de los espectros de los nicleos complejos. Pero el interés en esta teoria se
renové enormemente cuando Bohigas, Giannoni y Schmidt [4] conjeturaron
que debia ser aplicable a todos los sistemas cadticos.

La idea inicial fue, dado el desconocimiento de los detalles de la interac-
cion nuclear, prescindir de los mismos y realizar una descripcién estadistica.
Es decir, renunciar al estudio en detalle de un ntcleo concreto y tratar de
encontrar propiedades que caractericen el conjunto de espectros nucleares en
general. Para llevar esto a cabo el punto de partida de la teoria de matrices
aleatorias consiste en reemplazar el hamiltoniano del sistema por una co-
lectividad de matrices aleatorias con las mismas propiedades de simetria. El
problema es similar al de la descripcion de los sistemas complejos con muchos
grados de libertad que dio lugar al nacimiento de la mecanica estadistica. La
diferencia es que en mecanica estadistica se consideran colectividades de siste-
mas para un solo hamiltoniano, que es conocido, y en este caso consideramos
colectividades de hamiltonianos para un sistema.

Se consideran principalmente tres tipos de hamiltonianos o clases de uni-
versalidad, que dan lugar a la definicién de otras tantas colectividades:

» [os hamiltonianos sin simetria bajo inversiéon temporal pueden ser re-
presentados por matrices hermiticas, que son invariantes bajo trans-
formaciones unitarias. Forman la colectividad GUE (Gaussian Unitary
Ensemble).

» [os hamiltonianos con simetria bajo inversion temporal y simetria bajo
rotaciones pueden ser representados por matrices reales y simétricas,
que son invariantes bajo transformaciones ortogonales. Estas matrices
pueden representar también hamiltonianos con simetria bajo inversion
temporal y sin simetria bajo rotaciones, siempre que el espin sea entero.
Forman la colectividad GOE (Gaussian Orthogonal Ensemble).

» Los hamiltonianos con simetria bajo inversiéon temporal, sin simetria
bajo rotaciones y espin semientero pueden ser representados por ma-
trices cuaternionicas reales, que son invariantes bajo transformaciones
simplécticas. Forman la colectividad GSE (Gaussian Symplectic En-
semble).

13
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En el apéndice A se describe la forma que tienen las matrices de cada
una de las colectividades, asi como la distribucién de probabilidad de sus
autovalores y la densidad media de estados a que da lugar cada una de ellas.

2.3.1. Analisis espectrales

Con el objetivo de analizar las fluctuaciones de los distintos tipos de
espectros, tanto de matrices aleatorias como cualesquiera otros obtenidos
experimental o numéricamente, se definen los estadisticos espectrales. Segtin
la definicién de Mehta [14], un estadistico espectral es un nimero W tal que
pueda calcularse directamente a partir del espectro de niveles y cuya media
(W) y varianza Viy = (W — (IW))?) sean conocidas mediante un modelo
tedrico.

El primer paso, previo a cualquier tipo de analisis estadistico, es la separa-
cion de la parte suave y la parte fluctuante de la densidad de estados, ya que,
segun senalamos en 2.2.2, es esta ultima la que realmente nos interesa. Es la
que va a presentar un comportamiento universal propio del sistema cuantico,
segin vimos. El algoritmo que nos permite esta separacion se denomina rees-
calado® y serd descrito en detalle en la siguiente seccién. A partir de ahora
supondremos que el reescalado ha sido ya efectuado satisfactoriamente y que,
por tanto, estaremos analizando correctamente las fluctuaciones espectrales.

Hasta ahora hemos utilizado E para referirnos a la energia. A partir de
ahora utilizaremos ¢ para referirnos a la energia en espectros reescalados y
seguiremos utilizando E para espectros sin reescalar. De la misma manera,
utilizaremos la letra p para referirnos a la densidad de estados de los espectros
reescalados en lugar de g, que hemos utilizado hasta ahora para los espectros
sin reescalar.

Los dos estadisticos mas utilizados en el estudio del caos cuantico, que
seran los utilizados en este trabajo, son la distribucién de espaciamientos a
primeros vecinos P(s) y la rigidez espectral As. El primero mide correlaciones
de corto alcance y el segundo, correlaciones de largo alcance.

Distribucién de espaciamientos a primeros vecinos

Dada una secuencia de niveles {¢;};=1, . m, ordenada en orden creciente
de energia, los espaciamientos a primeros vecinos se definen como

S; = €i+1 — &4, z:l,,m—l (27)

! Traduccién libre del inglés unfolding
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Notese que los espaciamientos son siempre positivos, al estar la secuencia de
niveles ordenada (i < j = ¢; < gj).

La distribucion de probabilidad de estos espaciamientos es un estadistico
que nos sirve para caracterizar la repulsion de niveles: si en un espectro de
energia existe repulsién de niveles la probabilidad de que existan espacia-
mientos nulos (o lo que es lo mismo, la probabilidad de que dos niveles de
energia tengan el mismo valor) es cero; en cambio, si no existe repulsién los
niveles estan descorrelacionados y la probabilidad de que dos de ellos tengan
el mismo valor no es cero, es decir, hay una cierta probabilidad de que existan
espaciamientos nulos.

Este es el estadistico que utilizé Berry [3] para demostrar que en los siste-
mas integrables los niveles estan descorrelacionados. Consigui6é demostrar que
la distribucién de espaciamientos a primeros vecinos en este tipo de sistemas
seguia una ley de tipo Poisson:

P(s) =¢e?, (2.8)

que es la distribucién a que da lugar una secuencia de variables aleatorias
independientes. En ella se observa que efectivamente P(0) # 0.

La P(s) correspondiente a las colectividades gausianas puede calcular-
se a partir de las distribuciones de autovalores correspondientes, pero dicho
calculo es muy complicado. En lugar de considerar matrices de dimension
arbitraria Wigner lo realiz6 para matrices de dimensién 2 y obtuvo las ex-
presiones siguientes [15]:

( gs exp (—%32) , GOE
32 4
P(s)={ —55°exp (——52> , GUE (2.9)
218 64
3 55" exp <—9—52> , GSE
\ O T ™

que resultan ser muy buenas aproximaciones para matrices de dimension
arbitraria. En ellas observamos que si existe repulsiéon (P(0) = 0).

Estas son las distribuciones de espaciamientos a primeros vecinos propias
de los sistemas cadticos, segun la conjetura de Bohigas, Giannoni y Schmidt
[4] o conjetura BGS. En principio la conjetura fue formulada sélo para el
GOE, es decir, para los sistemas cadticos con las simetrias propias de esta
colectividad (hamiltonianos con simetria bajo inversiéon temporal y simetria

15
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bajo rotaciones o sin simetria bajo rotaciones pero con espin entero), que
son los que Bohigas y sus colaboradores estudiaron. Analizaron espectros ex-
perimentales de una gran cantidad de nticleos atémicos distintos [17, 18] y
encontraron que la distribucién de espaciamientos a primeros vecinos podia
ser perfectamente descrita por la curva de Wigner para el GOE. Conocian un
estudio andlogo con niveles atémicos [19], cuyo resultado era el mismo: acuer-
do entre la prediccion del GOE y el experimento. Y por tltimo, analizaron
el espectro de un billar de Sinai [4] y obtuvieron de nuevo una distribucién
de Wigner para los espaciamientos.

A la vista de todos estos resultados formularon su conjetura. Pero antes
de escribirla tal como fue formulada en [4] es necesario introducir primero
unos conceptos sobre jerarquia del caos.

No todos los sistemas caéticos lo son en el mismo grado. Se ha desarro-
llado una detallada jerarquia de posibles comportamientos de los sistemas
cadticos. Existen tres clases basicas de sistemas. A continuacién explicare-
mos brevemente sus diferencias sin entrar en definiciones rigurosas que re-
queririan la introduccion de conceptos matematicos demasiado complicados
para lo que nos interesa aclarar en esta seccion. En orden creciente del grado
de caoticidad, los tres tipo de sistemas son los siguientes:

(a) Sistemas ergddicos. Un sistema es ergédico si el promedio espacial de
las variables que lo caracterizan es igual a su promedio temporal. La er-
godicidad implica que el espacio de fases accesible no puede dividirse en
subconjuntos invariantes bajo la accién del sistema (hipdtesis ergddica).
En los sistemas ergddicos todas las 6rbitas (excepto las estables, si las
hay) llenan uniformemente el espacio de fases, no hay toros invariantes
y pueden existir érbitas periddicas estables (pequenas perturbaciones
no provocan una separacién exponencial de la érbita inicial).

(b) Sistemas mizing. Un sistema es mizing si cada subconjunto del espacio
de fases se dispersa de forma homogénea bajo la accién del sistema.
La propiedad matematica de mizing implica que las trayectorias que se
separan se vuelven a encontrar una y otra vez. Las trayectorias cercanas
se separan localmente pero la dindmica esta confinada globalmente en
una regién finita del espacio de fases y, necesariamente, las trayectorias
se aproximan unas a otras arbitrariamente cerca infinitas veces.

(c) Sistemas K. Los sistemas K se caracterizan por que su entropia de
Kolmogorov es positiva. No existen orbitas estables, cualquier par de
orbitas proximas se separan exponencialmente.

16
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Todos los sistemas K son mizing y ergodicos. Y todos los sistemas mizing
son ergodicos.

La conjetura BGS es la siguiente: Las fluctuaciones de los espectros de
sistemas con simetria bajo inversion temporal cuyos andlogos cldsicos son
sistemas K presentan las mismas propiedades que las predichas por el GOE.
Posteriormente se han encontrado multitud de resultados experimentales que
la corroboran en sistemas tan distintos como un atomo de hidrégeno en un
campo magnético intenso [20], el espectro de excitacién de una molécula de
NOy [21], el espectro de microondas de una cavidad cadtica tridimensional
[22] o el espectro de vibracién de una placa con forma de estadio [23]. A pesar
de que en un principio fue formulada para sistemas K, multitud de resultados
posteriores mostraron que era igualmente valida para sistemas ergoédicos en
general. Por tanto, hoy se acepta que un sistema cuantico es cadtico cuando
su analogo clésico es ergédico 2.

Ahora la pregunta es si la conjetura BGS es valida también para las otras
dos clases de universalidad. Es decir, si en sistemas cadticos que presenten
las simetrias propias de las colectividades GUE o GSE las propiedades de las
fluctuaciones de sus espectros coincidiran con las predichas para la colecti-
vidad correspondiente. Pues bien, segin los resultados numéricos hay pocas
dudas de que es asi. Un ejemplo muy ilustrativo puede encontrarse en [24].
En el terreno experimental la situacién es menos favorable: Por el momento
no existen ejemplos para el caso del GSE y sélo dos, ambos con billares de
microondas [25, 26], para el del GUE. En ellos el excelente acuerdo con las
curvas tedricas corrobora la validez de la conjetura BGS para el caso del
GUE.

De cualquier manera queda claro que es mucho mas facil encontrar si-
tuaciones experimentales de sistemas caodticos con las simetrias propias del
GOE que de las otras dos clases de universalidad, lo que hace del GOE la
colectividad mas popular de las tres.

En la figura 2.1 se representan las curvas de las distribuciones de es-
paciamientos de las tres colectividades gausianas, GOE, GUE y GSE, y la
correspondiente a la ley de Poisson. En ella podemos observar como existe
repulsién en los casos del GOE, GUE y GSE (P(0) = 0) y no hay repulsién
en el caso de Poisson. Ademas, para valores pequenos de s la curva que crece
mas despacio es la del GSE, la siguiente seria la del GUE y la que crece mas

2N6tese que hasta ahora, en lo que se refiere a la conjetura BGS, hemos empleado ’sis-
temas cldsicos cadticos’ para referirnos a lo que rigurosamente deberiamos haber llamado
'sistemas cléasicos ergddicos’.
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Figura 2.1: Curvas tedricas para la distribucion de espaciamientos a primeros
vecinos de espectros tipo GOE, GUE, GSE y Poisson.
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deprisa es la del GOE, ya que segtin las expresiones (2.9) el comportamiento
de éstas para s pequeno es

s, GOE
P(s) ~ < s?, GUE (2.10)
st, GSE

Por eso, el exponente de s en estas expresiones (v) se denomina ezponente
de repulsion y se dice que el GOE presenta repulsion lineal (v = 1), el GUE
repulsién cuadratica (v = 2) y el GSE repulsién cuértica (v = 4). Se le
llama también indice de universalidad, puesto que distingue las tres clases de
universalidad. En el caso de niveles descorrelacionados el valor es v = 0.

La mayoria de sistemas reales no son ni integrables ni completamente
caoticos, sino que tienen un espacio de fases mixto. En estos sistemas la dis-
tribucion de espaciamientos a primeros vecinos presenta un comportamiento
intermedio entre la ley de Poisson y la de Wigner. Existen distintas aproxima-
ciones para tratar este tipo de situaciones. Entre ellas estd la aproximacién
de Brody [27, 28], que es puramente fenomenoldgica. La distribucién de espa-
ciamientos de Brody es una funcién que interpola entre el régimen integrable
y el cadtico, concretamente entre la ley de Poisson y la de Wigner-GOE:

P(s) = (v + 1)a,s" exp(—a,s”t), (2.11)

donde a, = [F (l’j—ﬁ)]uﬂ y I' es la funcién gamma, definida como sigue:

['(2) :/ t~te7tdt, z>0. (2.12)
0

v es el parametro de Brody: para v = 0 se tiene la distribucién de Poisson y
para v =1 la de Wigner-GOE.

Rigidez espectral

La rigidez espectral es el estadistico méas utilizado para medir las corre-
laciones de largo alcance. Se define a partir de la densidad acumulada de
estados, que contabiliza el nimero de estados con energia por debajo o igual
a una dada e:

p(e) = /_E dxp(x) = Z@(s — &), (2.13)
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Figura 2.2: Densidad acumulada de un espectro de tipo Poisson reescalado
(azul), junto con una recta de pendiente 1 (roja): p(e) = e.

donde p(z) es la densidad de estados, definida en la ecuacién (2.3). Es decir,
que la forma de la funcién p(e) es la de una escalera con escalones de una
unidad en cada valor de la energia correspondiente a un autovalor, como se
muestra en la figura 2.2.

Para comprender bien qué estamos midiendo con este estadistico es ne-
cesario senalar que en un espectro reescalado, el espaciamiento medio entre
niveles es igual a 1:

(s) = ﬁzsi: 1, (2.14)

como se explicard en la siguiente seccién. De modo que, teniendo esto en
cuenta, sabemos que en un espectro reescalado la densidad acumulada de
estados serd una escalera cuya pendiente media valdrd 1. Si hacemos un
ajuste de la densidad acumulada a una recta en un intervalo de longitud L,

20



2.3 Teoria de matrices aleatorias 21

[e — L/2,e+ L/2], el valor de la x? obtenida en el ajuste, es decir,

e+L/2
A3(L) = ml'n/ dz (p(z) — a — bx)?, (2.15)

a,b —L)2

es la rigidez espectral, que, como se ha anticipado en la notacién, depende
solo de la distancia L entre los dos niveles entre los cuales se quiere estudiar
la correlacién y es independiente de la posicién concreta de los mismos en el
espectro € 3.

Por tanto, segiin su definicién, la rigidez espectral mide cudnto se desvia
el espectro estudiado de un espectro uniforme (equiespaciado). Cuanto mas
uniforme es el espectro mas se parece la densidad acumulada a una recta y,
por tanto, menor es la x? obtenida en el ajuste. Por tanto, un valor pequeno
de la Ajs nos indica que el espectro es bastante uniforme, que tiene una
cierta estructura rigida, de ahi el nombre del estadistico. Esta estructura
aparece debido a las correlaciones, a la repulsion de niveles. En el caso de
los espectros de niveles descorrelacionados, que se comportan como variables
aleatorias independientes, no es de esperar que haya una organizacion de los
niveles que le confiera ningin tipo de estructura al espectro.

Entonces valores pequenos de la Az para un valor de L dado indican que
existe repulsion entre pares de niveles separados una distancia L. Por tanto,
con este estadistico se pueden medir correlaciones entre niveles que estan
alejados, a diferencia de la P(s), que mide las correlaciones tinicamente entre
primeros vecinos.

En el caso de espectros de niveles descorrelacionados, que corresponden
a los sistemas integrables, se obtiene

(A3(L)),— = 1—[; (2.16)

En el caso de las colectividades gausianas, que corresponden a los sistemas
caoticos, segin la conjetura BGS,

1
(A(L), = 5 log(L) + b, + O(L) I>1, w=124  (217)
T

3Esto es asi mientras nos refiramos al comportamiento universal de las fluctuaciones.
En lo referente a fenémenos no universales la Az si puede depender de . Por ejemplo, el
fenémeno de la saturacion de Berry, que se describird mas adelante, es debido al limite a la
universalidad, que venia impuesto por las érbitas periddicas del sistema. Y este fenémeno
aparece en la Az a distintos valores de L segun el valor de ¢ escogido.
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22 Caos cuantico

donde v es el indice de universalidad y b, depende también de la clase de
universalidad.

Observamos en (2.16) y (2.17) que el valor teérico de la Az se da en
realidad como el promedio sobre una colectividad. Por tanto, si queremos
comparar la As obtenida a partir de un espectro con un valor tedrico debe-
mos calcularla como un promedio a lo largo del espectro. El procedimiento
mas estdndar, introducido por Bohigas et al. [4], es utilizar los intervalos
[0,L],[L/2,3L/2],[L,2L],...y promediar la Az sobre todos ellos.

Como era de esperar, el crecimiento de la (A3) con L es mucho mds lento
para sistemas caoticos, que son los que presentan repulsiéon de niveles, que
para sistemas integrables.

Es importante recordar en este punto que, segin se senal6 en la seccion
2.2.2, no es de esperar un comportamiento universal de las fluctuaciones para
ventanas de energia muy grandes. Es decir, que no podemos esperar predecir
el comportamiento de las correlaciones de muy largo alcance: tendra sentido
comparar la (Az) con la teoria sélo para valores suficientemente pequenios de
L, que dependeran de cada sistema. Lo que ocurre cuando se estudian valores
mayores de L fue descrito tedricamente por Berry [30] y es un fenémeno
denominado saturacidn: a partir de un cierto valor de L la Az se separa de la
curva tedrica (ya sea ésta la correspodiente a un sistema integrable o cadtico)
para tomar un valor constante.

2.4. El reescalado

Hemos visto que la densidad de estados de un sistema cudntico puede
separarse en una parte suave, que daria un comportamiento medio propio
del sistema clasico, y una parte fluctuante, que seria propia exclusivamen-
te del sistema cudntico. Ademds, la parte fluctuante es universal (dentro de
un cierto rango: AE < h/T,,,) v depende sélo de si el sistema cldsico es
integrable o caético (ergddico), mientras que la parte suave depende de las
propiedades individuales del mismo. Por tanto, para poder estudiar las carac-
teristicas universales del espectro es necesario separar primero la parte suave
de la densidad de estados. Este es el proceso que se conoce como reescalado.

El reescalado permite comparar las fluctuaciones de espectros de sistemas
distintos o de distintas partes de un espectro, de otra manera esto no seria
posible. Por ejemplo, si estamos estudiando los espectros (sin reescalar) de
dos sistemas distintos en uno de los cuales la densidad de estados es mucho
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2.4 El reescalado 23

mayor que en el otro podemos pensar que el primero presenta menor repulsion
de niveles que el segundo cuando, en cambio, esto puede deberse simplemente
a que en el primero la parte suave de la densidad de estados es mayor que
en el segundo, lo que no tiene realmente nada que ver con las propiedades de
las fluctuaciones.

Lo que debemos buscar es un cambio de variable en la energia de manera
que el nuevo espectro tenga una densidad media unidad, o lo que es lo mismo,
un espaciamiento medio entre niveles igual a 1. Llamemos FE; a las variables
antiguas (espectro sin reescalar) y £; a las nuevas (espectro reescalado), con
1 =1,2,...,m. En las variables antiguas la densidad acumulada de estados
puede escribirse asi:

m(E) =m(E) + m(E), (2.18)

donde m(E) es la parte suave de la densidad acumulada, definida a partir de
la parte suave de la densidad de estados, segiin la ecuacién (2.13), como

E
m(E) = / dx(x), (2.19)
lo que implica que

9(E) = : (2.20)

Y m(E) es la parte fluctuante.

Hasta ahora habiamos llamado m al nimero total de niveles del espec-
tro. Por eso hemos elegido también esta letra para referirnos a la densidad
acumulada, puesto que ésta representa también nimero de niveles, concreta-
mente, es el niimero de niveles que hay hasta un cierto valor £ de la energia.
Por tanto, a partir de ahora cuando aparezca m como una funcién, con una
energia como variable independiente, nos estaremos refiriendo a la densidad
acumulada de estados, y cuando aparezca m como un nimero concreto nos
referiremos al numero total de niveles. Asi no habra posibilidad de confusién.

Utilizando el siguiente cambio de variable:

e =m(E), (2.21)
podemos definir un nuevo espectro {£1,€s,...,&,} sin mds que aplicar el
cambio a la secuencia de niveles antigua {Ey, Es, ..., E,}:

e, =m(E), i=12...,m (2.22)
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24 Caos cuantico

Puesto que el nimero de niveles debe ser igual antes y después del cambio
debe cumplirse que

pe) = m(E(e)). (2.23)
donde p(e) es la densidad acumulada en la nueva variable .
Por tanto, la ecuacién (2.18) en la nueva variable se escribe

p(e) = m(E(e)) = e+ m(E(e)) = nle) + ule) (2.24)

Llamaremos p(¢) a la densidad de estados en la nueva variable, como ya
senalamos en 2.3.1. La nueva densidad media de estados, segin la ecuacion
(2.20), es

ple)=—"—=1, (2.25)

que es exactamente lo que buscabamos.
Por otro lado, podemos obtener también la expresion de la nueva parte
fluctuante de la densidad de estados, p(e):

5oy = BC) _ di(E) B _ §(E)
PE= "4 T TdE 4= g(B)

(2.26)

Asi, podemos decir que la nueva parte fluctuante es igual a la antigua nor-
malizada y esto nos ayuda a comprender que, segiin hemos comentado, al
reescalar sea posible comparar las fluctuaciones de sistemas distintos o de
distintas partes de un espectro.

La figura 2.3 muestra graficamente el procedimiento de reescalado.

El procedimiento de reescalado requiere entonces el conocimiento de la
funcién m(E) y esta es la principal dificultad. En el caso de las matrices
aleatorias si conocemos una expresién para la densidad media (véase apéndice
A), pero en la mayoria de los casos esto no es asi, y la densidad media
debe determinarse inicamente a partir de la informacion que proporciona el
espectro. Los métodos utilizados en estos casos pueden ser locales o globales.

Los métodos locales son aquellos en los que se determina la densidad
media de forma local en un entorno de cada nivel. El mas simple es el llamado
reescalado local, que supone la densidad media aproximadamente constante
en una ventana de v niveles a cada lado de E;:

2v

—_—. 2.27
Eiyy — Eiy ( )

g1 (E;) =

El problema de este tipo de métodos es que introducen una longitud carac-
teristica (v en el caso del reescalado local) en un problema que carece de ella.
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m(E)

758

577 E,

75.76
Figura 2.3: Procedimiento de reescalado. La densidad acumulada, m(E), se

representa en azul y la parte suave de ésta, m(F), en rojo. A cada nivel E;

le corresponde un nivel reescalado ¢; = m(FE).
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26 Caos cuantico

Y esto produce efectos espurios en el andlisis de las correlaciones, ya que
introduce correlaciones de largo alcance ficticias [29], lo que puede llevar a
una interpretacion errénea de la As. Por ejemplo, puede hacer aparecer una
saturacion donde realmente no la hay.

Los reescalados locales, al modificar las correlaciones de largo alcance,
pueden hacer que la Ajz sature, llevindonos a confundir este efecto con la
saturacion de Berry cuando en realidad es sélo consecuencia de un reescala-
do inadecuado. En resumen, estos métodos pueden llevarnos a conclusiones
equivocadas en el andlisis de las fluctuaciones espectrales y, por tanto, es mas
conveniente utilizar otro tipo de métodos.

En los métodos globales se calcula la densidad media utilizando el espectro
completo. Lo que se hace habitualmente es intentar ajustar la densidad acu-
mulada a una funcién suave. En algunos casos, se conoce una forma funcional
que depende de un cierto niimero de pardmetros y que se obtiene a partir
de conocimientos teéricos del sistema. En otros casos, no se dispone siquiera
de esta informacion y lo que suele hacerse es ajustar la densidad utilizando
un conjunto de funciones ortonormales como, por ejemplo, los polinomios de
Chebyshev. En esta situacién hay que tener mucho cuidado con el nimero de
parametros libres que se manejan, ya que si se utilizan demasiados parame-
tros en el ajuste puede que la densidad media obtenida esté incluyendo parte
de las fluctuaciones.

Por tanto, el procedimiento de reescalado, a no ser que se conozca la
expresion exacta de la densidad media, no es una tarea nada trivial y debe
realizarse con sumo cuidado si se quiere conseguir un analisis correcto de las
fluctuaciones espectrales.

2.5. El ruido 1/f

Recientemente se ha propuesto un nuevo enfoque a la hora de abordar
el problema del caos cudntico [31], basado en los métodos tradicionales del
analisis de series temporales. El registro de la evolucién temporal de una de-
terminada magnitud constituye una serie temporal. Existen muchos fenéme-
nos en la naturaleza que se estudian mediante series temporales; fenémenos
tan dispares como los latidos del corazon, el flujo de un rio o la actividad de
las manchas solares [32].

Una de las técnicas mas habituales en el andlisis de series temporales es
la transformacion de Fourier, mediante la cual se obtiene la representacion
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2.5 El ruido 1/f 27

de la senal temporal en el espacio de frecuencias:

Flw) = % / " dtf (e, (2.28)

— 00

donde f(w) es la senal transformada y f(t) es la senal original, que puede
recuperarse a partir de la transformada mediante

flt) = /_ h dw f (w)e™". (2.29)

oo

En lugar de analizar directamente la transformada de Fourier, que es comple-
ja y en la practica no resulta de utilidad, se define el espectro de potencias*
como el médulo al cuadrado de ésta:

P(w) = |Fw) (2.30)
Cuando una senal es tal que su espectro de potencias verifica
(P(w)) oxc w™¢, (2.31)

donde el valor medio indica promedio sobre diversas realizaciones de un mis-
mo suceso, se dice que la senal es autosimilar. Es decir, que la forma de la
senal es invariante bajo cambios de escala:

(P(Aw)) ocw™. (2.32)

Se dice también que la senal presenta un ruido 1/f*. El tipo de ruido més
importante es el ruido 1/f (o« = 1), ya que aparece en una gran variedad
de fenémenos en la naturaleza y no se conoce un mecanismo fisico sencillo
capaz de explicar esta ubicuidad.

Estas técnicas de analisis se han aplicado en el campo del caos cuantico
tomando como punto de partida la asimilacién del espectro cuantico a una
serie temporal. Concretamente se parte de la secuencia de espaciamientos a
primeros vecinos:

S; = &1 — &4y izl,...,m—l. (233)

4Traduccién literal del inglés power spectrum
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28 Caos cuantico

A partir de la secuencia de espaciamientos se define un nuevo estadistico para
caracterizar las fluctuaciones espectrales:

6n:Z(si—(s)):Zwi, n=1,...,m—1. (2.34)

=1

La cantidad w; mide la separacién del espaciamiento s; de su valor medio
(s) =1 (recuérdese que se considera en todo momento el espectro reescala-
do). La ¢,, mide, por tanto, la separacién de la energia de excitacién de su
valor medio n:

5n = Z S; — Z <S> =&pt+1 —E1 — N (235)
i=1 1=1

La funcién ¢,, tiene una similitud formal con una serie temporal. Si com-
paramos el espectro de niveles de energia con el proceso de dispersién de
una particula, podemos considerar el indice i de los espaciamientos como un
tiempo discreto y las fluctuaciones en los espaciamientos w; como el analo-
go de los desplazamientos de la particula entre la colision en el instante 7 y
la siguiente. La 9, seria entonces el andlogo del desplazamiento total de la
particula en el instante n.

Considerando entonces la d,, como una senial temporal podemos calcular
su transformada de Fourier y su espectro de potencias. Cuando se trata de
una senal discreta, como es este caso, se define una transformada de Fourier
discreta:

~ 1 —2mikn
El espectro de potencias seria
2
P = ‘5k (2.37)
Y la existencia de un ruido 1/f“ se expresa con
1
(Pr) o< 12 (2.38)

Esta técnica de andlisis se aplicé [31] al espectro de un sistema cudntico caéti-
co (segun los criterios establecidos hasta ahora), como es el nicleo atémico,
y se encontré que éste presentaba un ruido 1/f. Para comprobar que no se
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trataba de una propiedad particular de los nucleos atéomicos se analizaron
también las colectividades de matrices aleatorias GOE, GUE y GSE, obte-
niendo el mismo resultado. Esto llevo a proponer la siguiente conjetura: El
espectro de energia de los sistemas cudnticos cadticos estd caracterizado por
un ruido 1/f.

Un aspecto interesante de esta conjetura es que permite caracterizar el
caos cuantico sin mas informacion que el espectro de energia del sistema, es
decir, sin necesidad de hacer referencia a las propiedades de otros sistemas,
como ocurre con la conjetura BGS, que hace referencia al GOE. El ruido 1/f
es universal para todos los sistemas cuanticos cadticos independientemente
de sus simetrias. Ademas, incluye a este tipo de sistemas en una extensa clase
de sistemas de muy diversos campos que presentan ruido 1/f.

Por otro lado, los espectros de los sistemas cuanticos integrables vienen
caracterizados por un ruido 1/f2, lo que es un resultado inmediato una vez
establecida la analogia del espectro con una serie temporal. Segtn el resultado
de Berry [3] la secuencia de espaciamientos a primeros vecinos del espectro de
un sistema cudntico integrable se comporta como un conjunto de variables
aleatorias independientes. La 9,, por tanto, es en ese caso una suma de n
variables aleatorias independientes y es un resultado conocido que el espectro
de potencias de una senal como ésta presenta un ruido 1/ 2. En [31] se analiza
también una colectividad de matrices cuyos espectros estan constituidos por
niveles descorrelacionados (colectividad GDE) y se encuentra efectivamente
un ruido 1/f2.

El calculo téorico del espectro de potencias de la §,, ha sido realizado re-
cientemente en el marco de la teorfa de matrices aleatorias [33], obteniéndose
la siguiente expresion:

()1 m(1-E) -
< 5> _m m N m n 1

kiv ™ gr2 2 _ k)2
47 k (m —k) 4 son? <7Tk>

m

+ «,

k=1,2....m—1 m>1, v=01,24, (2.39)

donde K, es el factor de forma espectral, distinto para cada colectividad,

definido como )
K,(r) = <‘/d5ﬁ(5)ei27r” > (2.40)

y « vale 0 para sistemas integrables y —1/12 para sistemas cadticos.
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30 Caos cuantico

Introduciendo en (2.39) las expresiones conocidas del factor de forma para
los casos GOE, GUE y Poisson

2r —tlog(l+27), 7<1

K,_ = 2.41
1(7) 2 —rT1log 27+ 1 , 7=>1 (2.41)
27 —1
T, 7<1
K,o(r)=¢ " "= 2.42
2(7') {1, r>1 ( )
Koeo(r) = 1, (2.43)

se obtienen (tomando el caso 7 < 1, ya que k/m < 1) expresiones explicitas
de <P,f> para los tres casos. A frecuencias bajas, es decir, en el limite k < m
estas expresiones pueden aproximarse por

m

_ =1

o2k

5 m _
(P = T V2 (2.44)

m

- =0

422’

donde efectivamente encontramos los ruidos 1/f y 1/f2.

Ademas de la aplicacion de técnicas de andlisis desarrolladas en el campo
de las series temporales, la analogia entre éstas y los espectros de energia
permite también establecer analogias entre las propiedades de unos y otras.

Hemos visto que los espectros cadticos se caracterizan por presentar re-
pulsion de niveles y que esto se manifiesta en una organizacion del espectro
que le confiere una cierta estructura rigida. Es decir, que las desviaciones de
los espaciamientos s; de su valor medio (s) = 1 son pequenas y una des-
viacion tiende a ser compensada por las desviaciones de los espaciamientos
vecinos, de manera que es dificil encontrar en la secuencia una serie larga de
espaciamientos todos por encima o por debajo del espaciamiento medio.

En una serie temporal, la antipersistencia es una propiedad que impli-
ca que una tendencia al aumento o al descenso en el pasado conduce a la
tendencia opuesta en el futuro. Por tanto, la antipersistencia en las series
temporales es andloga a la rigidez espectral en los espectros de energia. Un
espectro muy rigido da lugar a un espectro de potencias que presenta rui-
do 1/f. Por otro lado, es conocido que una serie temporal cuyo espectro de
potencias presenta ruido 1/f es muy antipersistente. Por tanto, la analogia
entre ambas propiedades es consistente.
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Capitulo 3

Sistemas de N particulas sin
interaccién

El caos cuantico se ha definido como el estudio cuantico de los sistemas
que clasicamente son cadticos. Los sistemas de varias particulas idénticas,
debido al cardcter bosonico o fermiénico de las mismas, no tienen un limite
clasico claro. Por tanto, el estudio cuantico de este tipo de sistemas no puede
basarse en un estudio previo de su analogo clésico.

Afortunadamente, en el nivel de desarrollo actual de la disciplina del
caos cuantico, disponemos ya de una serie de herramientas que nos permiten
estudiar el grado de caos y complejidad del sistema a partir inicamente de
su espectro cuantico de niveles de energia. Dichas herramientas han sido
descritas en el capitulo anterior, en el cual se ha visto como el estudio de
sistemas con analogo cldsico ha permitido establecer criterios para distinguir
el caos en mecanica cuantica a partir de los espectros de niveles de energia.
Mas concretamente, a partir de la estadistica de las fluctuaciones espectrales.

En este capitulo utilizaremos estas herramientas para estudiar sistemas de
N particulas idénticas sin interaccion. Es decir, sistemas con un hamiltoniano
del tipo

H=> h, (3.1)

donde h, es el hamiltoniano individual de una particula.

Muy poca atencion ha sido prestada a este tipo de sistemas en la litera-
tura cientifica sobre caos cuantico. El niicleo atémico fue el primer sistema
estudiado en el contexto del caos cuantico, el primero donde se comprobaron
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las predicciones de la teoria de matrices aleatorias [17]. El nicleo es el para-
digma de sistema cuantico complejo. Es un sistema de muchas particulas en
interaccién que puede estudiarse teéricamente mediante el modelo de capas.
Este modelo es la teoria mas completa de que se dispone en la actualidad
para describir el nicleo y sus excitaciones a baja energia. El hamiltoniano
nuclear puede escribirse asi:

H=Y T(q)+) Wigr), (3.2)

donde T' es la energia cinética, W representa una interaccién a dos cuerpos
y A es el niimero total de nucleones (A=Z(protones)+N (neutrones)).

El modelo de capas consiste en considerar una primera aproximacion en la
que cada nucleén se mueve independientemente en un potencial medio (obte-
nido a partir de un célculo Hartree-Fock autoconsistente), que estaria creado
por el resto de los nucleones; y se anade un término (interaccion residual)
para tener en cuenta las interacciones entre las particulas. El hamiltoniano
puede escribirse entonces asi:

A

H=3[T@)+U@]+ Y W)=Y U@| =H+H, (33

q<r g=1

donde U representa el campo medio autoconsistente. La primera parte del
hamiltoniano, Hy, representa el movimiento de particulas independientes y
la segunda parte, Hq, es la interacciéon residual.

Se ha comprobado que es realmente la interaccion residual la que intro-
duce el caos en el sistema. En el campo medio los nucleones se mueven en
6rbitas de forma regular. El grado de caoticidad de los nicleos depende de
diversos factores, el principal de los cuales es la relacion entre la intensi-
dad del campo medio y la intensidad de la interaccién residual. Por tanto,
la transicion de la regularidad al caos en este sistema puede estudiarse me-
diante la introduccion gradual de la interaccion residual. Es decir, pasando
gradualmente del hamiltoniano de particulas independientes, H,, que daria
lugar a un espectro cuyas fluctuaciones siguen la estadistica de Poisson, al
hamiltoniano completo, H = Hy + H;, que daria lugar a un espectro cuyas
fluctuaciones tienen las mismas propiedades que las predichas por la teoria
de matrices aleatorias.

La mayoria de los problemas relacionados con caos cudntico en sistemas
de varias particulas que pueden encontrarse en la literatura cientifica son de
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este tipo. Es decir, se trata de sistemas de particulas en interaccién cuyo
hamiltoniano puede expresarse como un término sin interaccién, Hy, mas un
término de interaccion a dos cuerpos, H;. Ambos pueden escribirse en general
en términos de operadores creacion y destruccion de la siguiente manera:

H, = Zei a; a;, (3.4)

H1: Z Uij,kla?'a:aiaj. (35)

1<g,k<I

Los estados del sistema (estados de varias particulas) para el hamiltoniano
sin interaccién, construidos a partir de los estados de una particula, |I) =
+,+

- .
aj ag, ...a; |0), son autoestados de Hy:

Holy =B, B =Y en?, (3.6)

donde ngl) = (I| a; a; |T) son los nimeros de ocupacién de los niveles. Para
encontrar los autoestados del sistema con interaccién habria que diagonalizar
el hamiltoniano completo.

Mediante hamiltonianos de este tipo se estudian sistemas como nicleos
[34, 35], atomos [36], electrones en metales-aislantes [37] o sistemas fermiéni-
cos en general [38, 39, 40]. En todos los casos se considera que el hamiltoniano
sin interaccion, Hy, es regular. Es decir, el sistema cuantico regido por este
hamiltoniano es integrable y, por tanto, su espectro presenta fluctuaciones
que siguen la estadistica de Poisson. Esto implica que, utilizando el modelo de
la ecuacién (3.4) las energias e; de particula independiente pueden escogerse
aleatoriamente en un rango adecuado al problema.

Entonces, lo que suele estudiarse es el tipo de fluctuaciones que presen-
ta el sistema con el hamiltoniano completo, o bien distintos aspectos de la
transicién del hamiltoniano sin interaccion al hamiltoniano completo, como
por ejemplo, el valor critico de la interaccion para el cual puede considerarse
que se ha pasado al régimen cadtico.

En este trabajo nos centraremos, como ya hemos senalado, en sistemas
sin interaccion. Es decir, estudiaremos exclusivamente hamiltonianos del tipo
(3.4). Pero elegiremos distintos tipos de espectro de particula independiente
{e;} y estudiaremos el espectro de energias del sistema {E}} a que da lugar.
La pregunta es: ;Hasta qué punto las propiedades del espectro de particula
independiente se trasladan al espectro de energias del sistema? Es decir, si
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34 Sistemas de /N particulas sin interaccion

el espectro de un sistema de una particula presenta cierto tipo de fluctua-
ciones, ;siguen siendo de ese tipo las fluctuaciones del espectro al introducir
mas particulas en el sistema? ;O por el contrario cambian o se rompen las
correlaciones entre los niveles? ;Dependen las propiedades del espectro del
sistema del nimero de particulas considerado?

Concretamente, en este trabajo tomaremos dos espectros de dos matrices
aleatorias, uno tipo GOE y otro tipo GUE, que corresponden a los sistemas
caoticos, y un espectro tipo Poisson, que corresponde a los sistemas integra-
bles. Y finalmente realizaremos una comparacién con dos espectros obtenidos
numéricamente a partir de un sistema fisico, como es el billar de Robnik: uno
correspondiente a un caso integrable, que compararemos con el caso de Pois-
son, y otro correspondiente a un caso cadtico, que compararemos con el caso
del GOE, que es el que corresponde a este sistema dadas sus propiedades de
simetria. Ademads, consideramos solamente particulas fermiénicas. Esto im-
plica que cada nivel del espectro de particula independiente sélo puede estar
ocupado por una particula. Es decir, que los niimeros de ocupacion nEI) solo
pueden tomar los valores 0 o 1.

3.1. Espectros de particula independiente

En esta seccion se explica cémo se generaron y reescalaron los tres espec-
tros de particula independiente utilizados en el trabajo.

3.1.1. Espectro GOE

La distribucién de probabilidad de los elementos de una matriz GOE de
dimensién m es la siguiente (apéndice A):

A m/2 2 A m(m—1)/4
p(Hlla 7Hmm) - <_> <_> exp

™ ™

~AY H} ] . (37)

donde la constante A puede expresarse en funcién de la varianza de los ele-
mentos diagonales o de los no diagonales:

1

2\ _ 2\ _

(Hj) = 24’ (Hjj) = R (3.8)

En vista de las expresiones anteriores, una matriz GOE puede ser generada
a partir de distribuciones gausianas. Al tratarse de matrices simétricas basta

1

34



3.1 Espectros de particula independiente 35

generar la diagonal y la parte triangular superior o inferior (la otra se ob-
tiene por simetria: H;; = Hj;). La manera de generar una matriz GOE es,
por tanto, la siguiente: se generan m numeros aleatorios con una distribu-
cién gausiana, que serdn los que formen la diagonal; y m(m — 1)/2 nimeros
aleatorios con una distribucién gausiana cuya varianza sea la mitad de la
utilizada en la generacion de la diagonal, que formardn la parte no diagonal.
Una vez generada la matriz se diagonaliza y se obtiene asi el espectro de
niveles, cuyas fluctuaciones tendran las propiedades descritas en la seccion
2.3.1.

En nuestro caso se generd una matriz de dimensiéon 10.000, tomando
A = 1/2. Luego la varianza de los elementos diagonales debe ser 1 y la de
los no diagonales, 1/2. Por tanto, los elementos diagonales se generaron me-
diante una distribucién gausiana de media 0 y varianza 1 y los no diagonales
mediante una distribucién gausiana de media 0 y varianza 1/2.

El reescalado del espectro es sencillo en este caso: la expresién de la
densidad media de estados es conocida (ecuacién (A.11), apéndice A). No
es necesario calcular la expresion de la densidad acumulada, que es mas
complicada, sino que suele utilizarse directamente

_(Ei+ Ei _ m(Ei1) —m(E;)
g 2 Eign—E 7

(3.9)

que es una buena aproximacion para la densidad media de estados entre los

puntos F; y E;.;. Utilizando ¢; = m(E;) se obtiene

E; + E;
$i=7 <%> S., (3.10)

donde s; = €;11 —&; v S; = F;y1 — F;. Por tanto, siendo conocidos g(F) y
el espectro { E;}i—1....m podemos calcular los espaciamientos reescalados s;, y
las energias reescaladas mediante ;1 = ¢; + s;, tomando £; = 0.

3.1.2. Espectro GUE

La distribucién de probabilidad de los elementos de una matriz GUE de
dimensién m viene dada por (apéndice A)

p(Hyrs s Hyp) = <é>m/2 (%)m(m_w exp {_A,Z [(Hp)2 + (H))2] }

(3.11)
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36 Sistemas de /N particulas sin interaccion

donde (Hg)ij y (Hy)i; son las partes real e imaginaria, respectivamente, de
H;;. La constante A puede expresarse en funcién de la varianza de las partes
real o imaginaria de los elementos diagonales o no diagonales:

() =5 (HR) = () =17 B12)

La parte imaginaria de los elementos diagonales es nula puesto que se trata
de matrices hermiticas (H;; = H;).

A la vista de las expresiones el procedimiento para generar una matriz
GUE es practicamente el mismo que para el GOE, sélo que en este caso hay
que generar el doble de niimeros para la parte no diagonal: m(m—1)/2 para la
parte real de los elementos y m(m—1)/2 para la parte imaginaria. Es decir, se
generan m numeros aleatorios con una distribucién gausiana, que formaran la
diagonal, y m(m — 1) nimeros aleatorios con una distribucién gausiana cuya
varianza sea la mitad de la utilizada en la generacion de la diagonal, que seran
las partes real e imaginaria de los elementos de la parte no diagonal superior
o inferior (la otra se obtiene por simetria: H;; = (Hg)i; + i(H )ij, Hji =
(Hg)i; — i(H1)ij)-

En nuestro caso generamos una matriz de dimensién 7.000, tomando
A = 1. Asi los elementos diagonales se generaron mediante una distribu-
cién gausiana de media 0 y varianza 1/2 y las partes real e imaginaria de
los no diagonales mediante una distribucién gausiana de media 0 y varianza
1/4.

El reescalado es también sencillo. La expresion de la densidad media de
estados es la misma que para el GOE, la ley semicircular de Wigner (ecuacién
(A.11), apéndice A).

3.1.3. Espectro Poisson

Para tener un espectro de niveles descorrelacionados basta con generar
una secuencia de nimeros aleatorios con distribucion uniforme. Dicho espec-
tro tendra una densidad media de estados constante dada por

g(E) = (3.13)
donde a y b son los extremos del intervalo en el cual se generan los niveles y

m es el nimero de niveles generados. Por tanto, el reescalado en este caso es
también muy sencillo. Para obtener un espectro con densidad media unidad

36



3.2 El espectro del sistema de N particulas 37

simplemente hay que multiplicar toda la secuencia de niveles por la densidad
(3.13).

En nuestro caso generamos una secuencia de m = 10.000 niveles entre
a = —200 y b= 200.

En realidad tanto los pardmetros a y b como el parametro A en los casos
del GOE y el GUE no tienen relevancia, ya que lo unico que depende de
ellos son las densidades medias, pero precisamente al reescalar los espectros
eliminamos toda dependencia de la parte suave de la densidad. Por tanto, la
eleccién de estos parametros no va a influir para nada en los resultados del
estudio de las fluctuaciones.

3.2. El espectro del sistema de N particulas

Una vez generado el espectro de particula independiente, el siguiente paso
a llevar a cabo es la obtencion del espectro del sistema de N particulas. Las
energias del espectro del sistema seran las correspondientes a las distintas
configuraciones de las N particulas en el espectro de particula independiente:

o0

E=Y en, (3.14)

=1

donde el sumatorio se extiende a todos los niveles del espectro de particula
independiente, e; es la energia del nivel i-ésimo y nEI) es el numero de ocu-
pacién del mismo en la configuracion I. En el caso de fermiones cada nivel
solo puede estar ocupado por una particula y, por tanto, los tinicos valores
que puede tomar ngl) son 0y 1.

El espectro de particula independiente esta formado en principio por un
numero infinito de niveles de energia, como se ha considerado en la ecuacion
(3.14). A partir de tal espectro construirfamos un espectro del sistema que
constaria también de infinitos niveles. Pero légicamente un espectro infinito
no es manejable en la préactica. Lo que haremos serd calcular sélo un niimero
finito de niveles del sistema, los M primeros niveles.

Para ello podriamos tomar un nimero finito m de niveles del espectro
de particula independiente y calcular todas las configuraciones posibles de
N particulas en dichos niveles. Sin embargo, mediante este procedimiento
no conseguiriamos nuestro objetivo sino que obtendriamos una secuencia in-
completa de niveles del espectro del sistema. Esto puede entenderse con un
ejemplo sencillo.
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38 Sistemas de /N particulas sin interaccion
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Figura 3.1: Configuraciones posibles de 2 particulas en un espectro de particu-
la independiente (izquierda) y espectro del sistema de 2 particulas (derecha).

Consideremos un sistema de 2 particulas que vamos a distribuir en m = 4
niveles equiespaciados, cuyas energias elegimos por sencillez como e; = ¢. En
la figura 3.1 se representan las configuraciones posibles de las 2 particulas
en el espectro de particula independiente (en rojo) junto con el espectro de
niveles del sistema obtenido. Ahora consideremos la configuracién en que una
de las particulas estd en el primer nivel y la otra en el quinto (representada
en verde en la figura). La energia de esta configuracién vale 6 y, sin embargo,
no la estamos teniendo en cuenta, mientras que si tenemos en cuenta una
configuracién de energia mayor (la 6: niveles 3° y 4° ocupados). Es decir,
que hemos perdido un nivel en el espectro del sistema: los M = 6 niveles
calculados mediante este procedimiento no son los seis primeros niveles sino
que son los cinco primeros y el séptimo.

Este problema se soluciona fijando un limite a la energia, que vendra dado
por el nimero m de niveles considerados: si no consideramos la configuracién
en que N — 1 particulas se encuentran en los N — 1 primeros niveles y una
en el nivel m 4+ 1 no debemos considerar tampoco las configuraciones cuya
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3.3 El reescalado 39

energia sea mayor o igual a ésta

N—-1
Eraz = Y € + €ma1. (3.15)
i=1

Asi obtenemos una secuencia de niveles completa del espectro del sistema de
N particulas. De otro modo el andlisis de las fluctuaciones no podria llevarse
a cabo correctamente.

Para calcular las configuraciones de los M niveles del sistema se imple-
ment6 un algoritmo en Fortran que fuese generando las posibles configura-
ciones hasta el limite en energia establecido en cada caso. Para comprobar el
correcto funcionamiento del programa se hicieron dos pruebas.

En primer lugar se eliminé la condicién del limite en energia, es decir,
se calcularon todas las configuraciones posibles de las N particulas en los
m niveles considerados. El numero de configuraciones total obtenido en este
caso debe ser (%), y se comprobd que asi era. También se comprobd en
casos sencillos (valores bajos de N y m) que las configuraciones obtenidas
eran correctas: se construyeron las configuraciones previamente sin ayuda del
programa y se comprobé que las obtenidas utilizando el programa coincidian
con las primeras.

En segundo lugar se comprobd que, una vez impuesta la condicion de
energia limitada, comparando con el correspondiente caso de energia sin li-
mitar, las configuraciones eliminadas eran sélo las de energia igual o mayor
que el limite.

Una vez comprobado el correcto funcionamiento del programa, éste se
modifico para obtener como salida el espectro de niveles del sistema orde-
nados en orden creciente de energias, que es la forma mas practica para su
posterior manejo.

3.3. El reescalado

El paso previo, segiin hemos visto, a los analisis espectrales es el reescalado
del espectro. Para ello necesitamos una expresiéon de la parte suave de la
densidad acumulada de estados, m(F), ya que las nuevas energias reescaladas
vienen dadas por

Vimos en la seccién 2.4 que habia varias opciones posibles: o bien la expresion
era conocida, o bien se conocia una forma funcional que dependia de una serie

39



40 Sistemas de /N particulas sin interaccion

de parametros, o bien era totalmente desconocida. En nuestro caso vamos a
intentar calcular una expresién para la densidad de estados del sistema de
N particulas en funcion de la densidad de estados de una particula, que es
conocida (espectro GOE, GUE o Poisson).

3.3.1. Calculo de la densidad de estados del sistema

Consideremos el sistema de una sola particula cuyos autovalores y au-
toestados son

{ei i) }ien (3.17)
Consideramos que los autoestados forman una base ortonormal:
(ilj) =0 (3.18)

> iy (il =L (3.19)
Los estados del sistema de N particulas pueden escribirse como productos
directos de los estados de una particula:

Pero estos estados no son totalmente antisimétricos, como corresponde a un
sistema de fermiones. Para obtener los estados antisimétricos aplicamos el
operador de antisimetrizacién a (3.20):

~ ~ 1 ~
Iy =A|I), A=— —1) P, 3.21
[T =AlT) Vi EP:( ) (3.21)
donde el sumatorio se extiende a todas las posibles permutaciones de N indi-

ces, t, es el numero de transposiciones bésicas asociado a la permutacion P

y P esel operador de permutacién. R
Definiendo los siguientes objetos a partir de un operador O :

(3) -5 (:[o]1) o
(3)= 1 ((6)). 029

la densidad de estados puede escribirse:

gME) =S §(E-E) =Y <1 ‘5(E . ﬁ)‘ 1> - <<5(E . ﬁ)>> . (3.24)
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3.3 El reescalado 41

para el caso no antisimetrizado. La densidad antisimetrizada seria entonces,
utilizando (3.21),

o (B) = (58~ ) = ((A0(F~ A)A)) = (Ar5(F - B)A).

Pero teniendo en cuenta

Y desarrollando los estados | I) segin (3.20):

1 . S .
gL(LN)(E) - ﬁ Z Z(_l)tp <7';D1a s 77';DN|7’1v e 77’N> 5(E T Cip TG T T eiN)
T ilyemin P
1
- ﬁ Z Z(_l)tpéilim 5i2ip2 e '5iNipN6(E — € =€y — eiN)?
T il,emin P
(3.28)
donde pq, po,...,pn representa una determinada permutacion de 1,2,..., N

y en la segunda igualdad se ha utilizado la ecuacién (3.18).

A partir de ahora suprimiremos el subindice a de la densidad, que in-
dica antisimetrizacion. Dado que todas las densidades que apareceran seran
antisimetrizadas no hay posibilidad de confusién.

Aplicando la ecuacién (3.28) a los casos de 2, 3 y 4 particulas se llega a
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42 Sistemas de /N particulas sin interaccion

las siguientes expresiones (apéndice B):

9 (E) = 3 p(E) » p(B) ~ | p(E/2) (3.20)
¢ (E) —% o(E) « p(E) + p(E)—§p<E/2>*p<E>+§p<E/3>] (3.30)
E) = 17 [oE) oE) o) * o) = § p5/2)  oE) ()

+§p(E/3>*p< >+§p(E/2>*p<E/2>—ZP(E/@], (3.31)

donde * indica producto de convolucién y p(E) es la densidad de estados de
una particula.

En el apéndice B se deduce también, a partir de estos calculos, una ex-
presion general para la densidad de estados del sistema de N particulas.

3.3.2. Parte suave de la densidad de estados del siste-
ma

La parte suave de la densidad de estados se calcula como el promedio de
ésta sobre la colectividad.

En la seccion anterior hemos escrito la densidad de estados para varias
particulas en funcion de la densidad de estados de una particula. Por tanto,
en primer lugar vamos a definir la densidad de una particula que vamos a
utilizar. Ya hemos senalado que utilizaremos espectros de una particula tipo
GOE, GUE y Poisson. Pero antes de calcular el espectro del sistema reali-
zamos el reescalado del espectro de una particula, es decir, que la densidad
media del mismo es igual a 1. Ademas, la densidad estard definida en el eje
positivo de energias. Por tanto:

0, E <0

3.32
1+3(E), E>0 (3.32)

p(E) = 5(E) + p(E) = {

En este caso haremos una excepcién a la notacién que venimos empleando
hasta ahora. A pesar de que el espectro de una particula esta reescalado
utilizaremos E como variable en lugar de €. Debemos utilizar £ como variable
para la densidad de estados de N particulas, ya que el espectro en este
caso esta todavia sin reescalar. Por tanto, las funciones que aparezcan en la
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3.3 El reescalado 43

expresion de la densidad de N particulas tendran como variable E; y como
la densidad de una particula p(F) aparece en esta expresion, en este caso F
debe interpretarse como la variable de la energia del sistema de N particulas
y no como la energia sin reescalar del sistema de una particula.

Caso N =2

En la seccion anterior obtuvimos para la densidad de estados del sistema
de dos particulas la siguiente expresion:

9 (E) = 5 p(E) * p(E) - § (E/2). (3.33)
Sustituyendo en ella la expresion de p(E) (3.32) se obtiene
[P(E) + p(E)] + [p(E) + p(E)] — i [P(E/2) + p(E/2)]

(B) « 7(E) — 1 2(E/2) + 5 3(E) * 5(E) + p(E) « p(B)

- iﬁ(E/2). (3.34)

l

En la dltima igualdad debemos identificar la parte suave y la parte fluctuante
de 9(2)(E). Podriamos pensar que la parte suave son solo los dos primeros
sumandos, es decir,

9O(E) = S 7(E)«p(E) ~ 19(B[2) = gE 1, E>0.  (339)

DO | =

Para F < 0 se obtiene g®(FE) = 0, y lo mismo sucede con el resto de valores
de N. Por tanto, todas las expresiones de ¢(W)(E) que se den a partir de
ahora seran para E > 0.

Sin embargo, a pesar de que por definicion las fluctuaciones promedian
a cero, el tercer sumando contiene un producto de dos partes fluctuantes,
p(E) % p(F), que puede dar una contribucién no nula a la parte suave. De
hecho, asi es, como se demuestra en el apéndice B, calculando la parte suave
de ¢g®(E) directamente como el promedio de la expresién (3.33):

§@(E) = £ p(B) o) — ; (E/2) (3.36)
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44 Sistemas de /N particulas sin interaccion

Una vez calculada la expresién explicita se particulariza para los casos de
espectros GUE, GOE y Poisson, obteniendo las siguientes expresiones:

E 1 1—cos(2rE)—2nEsi(2nE)

9P cu(E) = 51" 572 E , (3.37)
— E 1 1+si(nE)sen(wE) —cos(2nFE) — 2nEsi(2nFE
9P qor(FE) = 71+ (nE)sen(nE) 7r2E( ) ( ),
(3.38)
— F 1 1 FE
(2) isson F)=——- - = —, .

donde si es la funcion seno integral definida en el apéndice B. En las tres po-
demos identificar la parte proveniente de la parte suave de p(F), que coincide
con la ecuacién (3.35). En el caso de Poisson la parte proveniente de la parte
fluctuante de p(E) es muy sencilla, es una constante (1/4). Sin embargo, en
los otros dos casos (GUE y GOE) es una funcién bastante complicada. Si
pudiésemos olvidarnos de esa parte la densidad de dos particulas seria sim-
plemente una funcién lineal en F, y la densidad acumulada, que es la que
utilizamos para reescalar, seria una funcién cuadratica:

— P P (E 1\ E* E
OE) = | deg®(z)= | de(Z -1y _E 4
w0E) = [agPo = [Cw(3-1) =55 o

que es mucho mas sencilla. A continuacién veremos que la densidad se com-
plica ain mucho mas en los casos de tres y cuatro particulas e intentaremos
encontrar argumentos que nos permitan simplificar los calculos.

En este caso de dos particulas, que sera el inico en que realicemos el calcu-
lo exacto de la parte suave de la densidad, podemos estudiar la importancia
relativa de las correcciones a la primera aproximacién (parte proveniente de
la parte suave de p(E)) en las expresiones (3.37), (3.38) y (3.39). En primer
lugar podemos representar las tres expresiones junto con la primera aproxi-
macién (ecuacién (3.35)). En la figura 3.2 se muestra dicha representacion
en el rango de energfa [0, 10] (izquierda) y una ampliacién de la misma en el
intervalo [0, 2] (derecha). Se observa claramente que, excepto a energias muy
bajas, todas las curvas son muy parecidas *. De hecho, calculando la diferen-
cia entre la curva correspondiente al GOE o al GUE y la correspondiente a
la aproximacién se obtiene que para E = 10 ésta ya es del orden de 1073.

!La curva de Poisson estd mds separada, ya que tiene una diferencia de 1/4 con la
aproximacion. Pero esto no es importante, ya que en adelante veremos que la parte de las
densidades de estados que nos interesa eliminar es aquella que no pueda escribirse como
un polinomio de grado N — 1
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— Aproximada
1t — GOE
- GUE

Poisson
: ;

o 2 4 6 a8 10
E

Figura 3.2: Parte suave de la densidad de estados del sistema de 2 particulas:

aproximacion (parte proveniente de la parte suave de p(FE)) y curvas exactas
para GOE, GUE y Poisson.
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46 Sistemas de /N particulas sin interaccion

Por otro lado, podemos calcular los desarrollos asintéticos de las correc-

ciones, g£2)(E), obteniendo

__ 2
@, Sen’(TE) 1
g (E) = ——p— + O 57 (3.41)

e 1 1
g ' (E) = pry i o <—7T3E2> (3.42)

para el del GOE. Es decir, que, comparadas con la aproximacién de la ecua-
cién (3.35), las correcciones son muy pequenas para energia suficientemente
alta.

Lo tnico importante a tener en cuenta es que nos encontremos en una zona
del espectro donde la energia no sea muy baja, ya que las correcciones podrian
ser importantes. Pero segin veremos mas adelante, una vez construido el
espectro del sistema de N particulas eliminaremos un cierto niimero de niveles
del principio de la secuencia, de manera que la energia del espectro analizado
no sera muy baja.

Caso N =3

Para la densidad de estados de tres particulas obtuvimos la siguiente
expresion:

1

3) S

[p<E> o) p(B) — 5 plE/2) # p() + - p(E/3>] © (3.43)

La parte suave es, por tanto:

— 1
gO(E) = 30

[p<E> + (B« p(E) —  o(E/2) = p(B) + §ﬁ<E/3>] C (3.44)

Si consideramos, como en el caso N = 2, una primera aproximacion en la que
la parte suave de ¢®(F) viene dada sélo por las contribuciones de la parte
suave de p(F) tendriamos (apéndice B)

OB =—|= -ZEB+=

— 1 [E? 3 2
LB 26,7, a0
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La densidad acumulada seria entonces

— E— E 1 [E? 3 2
GIE) = G)(z) = — | — ——FE+ - 4
mB)(E) /Oda;g (z) /de?)![Q 5 +3] (3.46)
1 [E® 3 2
S e R S o1 4
3!{6 4 +3} (3:47)

Considerando el cdlculo completo de la ecuacién (3.44) llegamos a (apéndice B)

— 1 [E?
9(3)(E):§|:7——E+ +/ dA/ dn&3(n, A =, B =)

2 [ wetE -], @)

donde &3 v & son funciones cuyas expresiones se dan en el apéndice B.
Nuevamente el caso de Poisson es el més sencillo (apéndice B):

_ 1[E2 3. 2 3. 1] 1 [E?

O(E)=~ | = —°FE+24+°F 4= 1 3.49

9IE) 3!{2 2" 373 +3} 3'{2+] (3.49)

— Y 1 [E3

) (E) = / dxg<3>(x):§[F+E]. (3.50)
0 .

En cambio, en el caso del GUE las expresiones de &3 y & resultan muy com-
plicadas y en el del GOE las funciones necesarias para calcularlas ni siquiera
pueden encontrarse en la literatura en forma explicita y manejable. Es evi-
dente que al ir considerando mas particulas los calculos van a complicarse
cada vez mas. Lo que vamos a intentar entonces es evitar el calculo de estas
expresiones provenientes de la parte fluctuante de p(E) sin cometer un error
muy grande.

En el apéndice B se consideran las integrales de &5 vy & que aparecen
en (3.48) para el caso del GUE. Pero en lugar de calcularlas explicitamente
se trata de encontrar cotas inferiores y superiores para las mismas. Y se
demuestra que ambas pueden quedar acotadas entre dos polinomios que son
a lo sumo de grado 2. Entonces, la contribucién de estas integrales a la
parte suave de la densidad acumulada quedaria acotada entre polinomios a
lo sumo de grado 3. Pero hemos visto que la parte suave de la densidad
acumulada en la primera aproximaciéon es también un polinomio de grado 3
(ecuacién (3.47)). Por tanto, no cometeriamos mucho error si realizamos el
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48 Sistemas de /N particulas sin interaccion

reescalado ajustando la densidad acumulada del sistema de tres particulas a
un polinomio de grado 3:

mB)(E) = a3E* + a,E* + a, E + ay. (3.51)

De cualquier manera, ademas de estos argumentos tedricos, podemos com-
probar numéricamente la bondad del ajuste a una funcién de este tipo cuando
realicemos el reescalado.

Caso N =4

A partir de la expresién obtenida para la densidad de estados de cuatro
particulas (3.31) puede obtenerse en primera aproximacién (considerando la
parte proveniente sélo de la parte suave de p(E)) la parte suave de la misma
(apéndice B) y ésta resulta ser un polinomio de grado 3. La parte suave de
la densidad acumulada es entonces un polinomio de grado 4.

Analogamente al caso de tres particulas, se da también en el apédice B la
expresion de la contribucion a la parte suave de la densidad proveniente de la
parte fluctuante de p(E) y se demuestra que ésta puede quedar acotada entre
dos polinomios que son a lo sumo de grado 3. Por tanto, la contribucién a la
parte suave de la densidad acumulada queda acotada entre dos polinomios
que son a lo sumo de grado 4. Asi, en este caso podemos realizar el reescalado
ajustando la densidad acumulada del sistema con un polinomio de grado 4:

m(4) (E) = a4E4 + 03E3 + GQEQ + alE + ap. (352)

Caso general

La parte suave de la densidad de estados del sistema de N particulas
viene dada, en primera aproximacion, por un polinomio de grado N —1. Esto
puede deducirse facilmente a partir de la expresion general para la densidad
de estados (apéndice B)

gM(E) = Z(—l)t’“n%fchp(E/Ckl) « p(E[cry) - % p(Efcy, ). (3.53)

La parte suave de la densidad seria entonces

9B =3 (1) (B ew) * p(Bfews) - p(B e ). (3:5)
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Pero en primera aproximacion ésta seria

9OE) = 3 (V)" =B ew) #p(Bfew) -+ p(Bfex,). - (355)

El maximo valor que puede tomar r es N y, por tanto, el mayor nimero de
productos de convolucion que puede contener un término es N — 1. Teniendo
en cuenta que p(E) = 1 es obvio que g@¥)(FE) es un polinomio de grado N —1.
Entonces la parte suave de la densidad acumulada m(M)(E) = fOE g (x)dx
sera un polinomio de grado N.

Ahora bien, si se considera el célculo completo de la expresién (3.54),
siguiendo el procedimiento del apéndice B para tres y cuatro particulas se
obtendrian integrales de expresiones que contienen funciones § de Dirac y
funciones de correlacién (Ry) o agrupamiento (Y;) a k puntos, siendo k < N.
Para el caso de Poisson sabemos que Ri(Ey, Es, ..., Ey) =1 Vk y la parte
suave de la densidad de estados seguiria siendo entonces un polinomio de
grado N — 1. Para el caso del GUE las funciones Ry tienen expresiones mas
complicadas pero pueden acotarse siempre entre dos constantes. Entonces,
de la misma manera que se hizo en el apéndice B para los casos de tres y
cuatro particulas, podrian acotarse sin dificultad aunque con gran esfuerzo
las contribuciones de la parte proveniente de la parte fluctuante de p(FE)
entre dos polinomios a lo sumo de grado NV — 1. Por tanto, las contribuciones
a la parte suave de la densidad acumulada quedarian acotadas entre dos
polinomios a lo sumo de grado N. Entonces esperariamos no cometer un
gran error reescalando el espectro del sistema de N particulas mediante un
ajuste de la densidad acumulada del mismo a un polinomio de grado N.

Lo que haremos sera realizar el reescalado de esta manera e iremos viendo
para los distintos nimeros de particulas (N =2 — 6) y los distintos tipos de
espectro (GOE, GUE y Poisson) cémo de buenos son los ajustes realizados
y si podemos considerar entonces que estamos llevando a cabo un reescalado
razonablemente correcto.

Volviendo al caso de dos particulas, podemos analizar un poco mas en
profundidad el método que hemos utilizado para encontrar las cotas a la
parte de la densidad proveniente de la parte fluctuante de p(E), ya que en
ese caso son conocidas las expresiones exactas. Por ejemplo, en el caso del
GUE, las cotas resultan ser

(3.56)
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Por tanto, diriamos que la parte suave de la densidad, que es la suma de la
ecuacién (3.35) y la correccién, queda acotada por

0< g@(B) < = (3.57)

Y segtin vemos en la figura 3.2 estas cotas son bastante burdas. La co-
rreccion no es del orden de la aproximacién sino que es mucho mas pequena
que ésta. Por tanto, probablemente el resto de cotas encontradas para los
casos de tres y cuatro particulas sean también muy burdas y las correcciones
sean realmente mucho més pequenas.

3.4. Estudio de las propiedades de las fluc-
tuaciones del espectro del sistema

En esta seccion se exponen los resultados del estudio de las fluctuaciones
de los distintos espectros de sistemas de N particulas en términos de los
estadisticos descritos en las secciones 2.3.1 y 2.5.

De ahora en adelante trabajaremos con 15 espectros: para cada uno de
los 3 espectros de particula independiente generamos 5 espectros de sistemas
de N particulas, con N = 2 —6. La notacién sera la siguiente: E.p.i.(espectro
de particula independiente)-N(nimero de particulas). Asi, por ejemplo, con
GOE-2 nos referiremos al sistema de 2 particulas cuyo espectro de particula
independiente es de tipo GOE.

Para construir cada uno de los espectros del sistema se toma un nime-
ro m de niveles del espectro de particula independiente tal que el nimero
de niveles del espectro del sistema de N particulas sea aproximadamente
M ~ 1.000.000. De esta manera tenemos un nimero suficientemente gran-
de de niveles para que al realizar promedios espectrales la estadistica sea
significativa.

En la tabla 3.1 se muestran los nimeros m de niveles utilizados para
generar cada uno de los 15 espectros y las dimensiones M de los espectros
obtenidos. A continuacion se eliminan los primeros niveles de cada espectro
de manera que todos tengan la misma dimensiéon, M = 1.000.000.

El siguiente paso, previo al andlisis de las fluctuaciones, es el reescalado
del espectro. Dado que el estudio de los estadisticos se realiza en términos
de promedios espectrales, en primer lugar tenemos que dividir el espectro en

20



3.4 Estudio de las propiedades de las fluctuaciones del espectro del

sistema 51

GOE

N 2 3 4 5 6

m 2003 330 153 103 83

M | 1.002.878 1.009.585 1.011.440 1.023.002 1.059.512
GUE

N 2 3 4 5 6

m 2001 328 152 103 84

M | 1.001.347 1.001.139 1.020.148 1.012.444 1.010.883

Poisson

N 2 3 4 5 6

m 1995 312 142 106 90

M | 1.005.805 1.002.614 1.017.184 1.018.528 1.017.054

Tabla 3.1: Numero de particulas, N, nimero de niveles del espectro de
particula independiente, m, y dimension del espectro del sistema, M, de
los 15 casos estudiados.

varios intervalos. En este caso dividiremos el espectro de 1.000.000 de nive-
les en 100 intervalos de 10.000. Sin embargo, es mas conveniente realizar el
reescalado en intervalos mas grandes que los utilizados para los promedios
espectrales, ya que el mal comportamiento de los polinomios de ajuste en los
bordes de los intervalos puede dar lugar a efectos espurios en los estadisticos.
Asi, si utilizamos 10 intervalos de 100.000 niveles para realizar el reescala-
do y luego dividimos cada uno de los intervalos resultantes en 10 intervalos
de 10.000 niveles, tenemos los 100 intervalos de 10.000 niveles sobre los que
realizar los promedios espectrales y evitamos en gran medida los efectos de
los bordes. Ademas, los intervalos en los que se realiza el reescalado deben
ser lo suficientemente grandes como para tener la seguridad de que esta-
mos ajustando solo la parte suave de la densidad, ya que si el reescalado se
realiza en intervalos muy pequenos puede ser que cada uno de los ajustes
esté incluyendo parte de las fluctuaciones del correspondiente intervalo.

Segiin se explicé en la seccion 3.3.2, puede considerarse en primera apro-
ximacion que la parte suave de la densidad acumulada del sistema de N
particulas es un polinomio de grado N. Para comprobar que la aproximacion
es buena representamos la densidad acumulada para cada uno de los 15 es-
pectros estudiados y la ajustamos a un polinomio de grado N. El resultado
es que la densidad acumulada se ajusta muy bien al polinomio de grado N

51



52 Sistemas de /N particulas sin interaccion

(X106) T T T T T

Datos

1.0 r
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m(3)(E)
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0.0 1 1 1 1
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(x10%) ——
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50 100 150 200 250 300 350

E

Figura 3.3: Ajustes por polinomios de la densidad de estados, ¢©®(E), y la
densidad acumulada, m® (E), del espectro GOE-3.
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10 [ T T T T T T ]
b - N=2 []
—+— N=3 |]
—— N-4 |{

N=5 ||

10 ¢

Desviacion tipica

10 ! 1 1 1 1 Il ! Il

Grado del polinomio

Figura 3.4: Desviacién tipica del ajuste de la densidad acumulada de los
espectros GOE-N (N =2 — 5) a polinomios de distintos grados.

en todos los casos. Como ejemplo se muestra el caso del espectro GOE-3 en
la figura 3.3. La grafica superior muestra el ajuste de la densidad acumulada,
m®)(E), a un polinomio de grado 3, m®)(E); la grafica inferior muestra la
densidad de estados, 9(3)(E), con la curva de ajuste que corresponde a la
derivada de la curva de ajuste de la densidad acumulada.

Ademas de lo que puede verse en las figuras se realizé la siguiente com-
probacién: se realizaron para cada uno de los 15 casos, ademas del ajuste al
polinomio de grado NN, ajustes a polinomios de grado 2,...,N — 1, N + 1,
N + 2y N + 3. Se calcul6 el valor de la desviacion tipica

~ > (mM(Ey) — m™(E;))? (3.58)

=1

para cada uno de los ajustes y se observo que éste iba disminuyendo hasta
llegar al polinomio de grado N pero se mantenia constante para los polino-
mios de grado > N, lo que indica que el ajuste al polinomio de grado N es
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54 Sistemas de /N particulas sin interaccion

mejor que los de grados inferiores pero a partir de /N en adelante el ajuste no
mejora significativamente. La grafica 3.4 muestra los valores de la desviacion
tipica para los casos GOE-N (N =2 —5).

3.4.1. Ladistribucion de espaciamientos a primeros ve-
cinos

La distribucién de espaciamientos a primeros vecinos P(s) se calcul6 para
cada uno de los espectros del sistema como el histograma resultante de dis-
tribuir los espaciamientos, s; = ;11 — £;, en 20 intervalos desde s = 0 hasta
un espaciamiento maximo S,,,. = 6.

Puede definirse también la distribucion de espaciamientos integrada como

I(s) = /0 P2 da. (3.59)

En las figuras que se mostraran a continuacion la distribucién de espacia-
mientos esta normalizada, es decir:

/ " p(s)ds =1 (3.60)
(3.61)

La curva y el histograma negros corresponden a las distribuciones calculadas
a partir de los espectros. La curva verde es la correspondiente a la estadistica
de Poisson (2.8) y la azul es la curva de Wigner para GOE o GUE (2.9). La
curva roja corresponde a un ajuste a la funcién de Brody (2.11), que interpola
entre la distribucién de Poisson (v = 0) y la de Wigner para el GOE (v = 1).

Espectro de particula independiente tipo GOE

En la figura 3.5 se representa la distribucién de espaciamientos a prime-
ros vecinos para el espectro de particula independiente tipo GOE. En ella
se observa que el ajuste coincide practicamente con la curva tedrica de la
distribucién de Wigner para el GOE (ambas curvas estan casi superpuestas).
El parametro de Brody resultado del ajuste es v = 0.961 £ 0.009, que esta en
buen acuerdo con el valor predicho para la colectividad GOE (v = 0.957 [28]).
El valor seria mucho mas exacto si se hubiese considerado el promedio de mu-
chos espectros en lugar de uno solo, pero en este caso el tinico interés estd en
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1 1 T T T
Datos
Ajuste
o.s8 L _ o.s8 L GOoOE ]
0.6 — —
e
[=m
o.4 E E
0.2 I Datos . N
Ajuste
. K<t=13 . o R :
O 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 O 0.5 1 1.5 225 3 3.5 4
s s

Figura 3.5: Distribucién de espaciamientos a primeros vecinos del espectro
de particula independiente tipo GOE.

N v

2 | 0.0000 =+ 0.0003
3 | 0.000 + 0.004

4 | 0.00000 £ 0.00007
5 | 0.000 + 0.004

6 | 0.0000 <+ 0.0001

Tabla 3.2: Parametro de Brody para la distribucion de espaciamientos de los
espectros de los sistemas GOE-N.

ver cualitativamente céomo es la forma de la distribucion de espaciamientos
del espectro de particula independiente para luego compararla con las dis-
tribuciones de espaciamientos de los espectros de sistemas de N particulas a
que da lugar.

En la figura 3.6 se representan los casos GOE-2 y GOE-3, el resto son
practicamente iguales. En ella puede verse que las fluctuaciones siguen cla-
ramente la estadistica de Poisson (la curva de ajuste coincide practicamente
con la curva tedrica de Poisson, ambas apenas se distinguen). En la tabla
3.2 se muestran ademas los valores del parametro de Brody, v, donde puede
verse que todos son muy proximos a 0.
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1 T 1 T T T
Datos
Ajuste
Poisson ———
o.8 . o.s | GOE — ]
0.6 — 0.6 -
o« i
=< 0
o.4 - — o.4 - -
0.2 - Datos . 0.2 N
Ajuste
Poisson
GOE
O 0.5 1 1.5 2253 354 O 0.5 1 1.5 2253 3.5 4
s s
(a)
i T T T T T a T T T T T T
Datos
Ajuste
Poisson ————
o.8 | - o.8 | GoE —— 4
0.6 — 0.6 -
= ’UT
= raugg
o.4 - — o.4 -
0.2 Datos N 0.2 7
Ajuste
Poisson
GOE
O 0.5 1 1.5 2253354 O 0.5 1 1.5 2253 3.54a
s s

(b)

Figura 3.6: Distribucion de espaciamientos a primeros vecinos de los espectros
GOE-2 (a) y GOE-3 (b).
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a1 a1 T T T
Datos
GUE
0.8 — 0.8 —
0.6 — 0.6 —
=
(=T
o.a - o.a -
o.2 - — o.2 - —
Datos
.  SUE, . o e .
O 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 O 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
s s

Figura 3.7: Distribucién de espaciamientos a primeros vecinos del espectro
de particula independiente tipo GUE.

N v

2 1 0.001 + 0.004

3 10.001 + 0.004

4 | 0.00000 £ 0.00007
5 1 0.00000 + 0.00006
6 | 0.00000 + 0.00005

Tabla 3.3: Parametro de Brody para la distribucion de espaciamientos de los
espectros de los sistemas GUE-N.

Espectro de particula independiente tipo GUE

En la figura 3.7 se representa la distribucion de espaciamientos a primeros
vecinos para el espectro de particula independiente tipo GUE. Observamos
que la curva teodrica para el GUE se ajusta bastante bien a la distribucion.
En este caso no tiene sentido un ajuste a la funcién de Brody, ya que esta
interpola unicamente entre los casos Poisson y GOE.

En la figura 3.8 se representan los casos GUE-2 y GUE-3, el resto son
practicamente iguales. En ella puede verse que las fluctuaciones siguen de nue-
vo claramente la estadistica de Poisson. En la tabla 3.3 se muestran ademas
los valores del pardametro de Brody, v, donde puede verse que todos son muy
proximos a 0.
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1 T 1 T T T
Datos
Ajuste
Poisson ———
o8 - o.8 GCUE —— 4
0.6 — 0.6 -
’&:‘ 2
=< 0
o.4 - — o.4 - -
0.2 Datos . 0.2 N
Ajuste
Poisson
GUE
O 0.5 1 1.5 2253 354 O 0.5 1 1.5 2253 3.5 4
s s
(a)
i T T T T T a T T T T T T
Datos
Ajuste
Poisson
0.8 — 0.8 -
0.6 — 0.6 -
= ’UT
= raugg
o.4 — 0.4 | -
0.2 Datos N 0.2 7
Ajuste
Poisson
GUE
O 0.5 1 1.5 2253354 O 0.5 1 1.5 2253 3.54a
s s

(b)

Figura 3.8: Distribucion de espaciamientos a primeros vecinos de los espectros
GUE-2 (a) y GUE-3 (b).
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a1
0.8 —
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o.4a4 - —
0.2 Datos 1
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. K<t=13 . o N
O 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 O 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
s s

Figura 3.9: Distribucién de espaciamientos a primeros vecinos del espectro
de particula independiente tipo Poisson.

N v

2 | 0.00000 + 0.00005
3 | 0.00000 + 0.00003
4 | 0.001 + 0.003

5 1 0.008 + 0.003

6 | 0.00000 + 0.00007

Tabla 3.4: Parametro de Brody para la distribucién de espaciamientos de los
espectros de los sistemas Poisson-/V.

Espectro de particula independiente tipo Poisson

En la figura 3.9 se representa la distribucion de espaciamientos a primeros
vecinos para el espectro de particula independiente tipo Poisson. En este caso
el ajuste a la funcién de Brody coincide con la ley de Poisson. El parametro
de Brody obtenido es » = 0.0000 £ 0.0003.

En la figura 3.10 se representan los casos Poisson-2 y Poisson-3, el resto
son practicamente iguales. Nuevamente las fluctuaciones siguen la estadistica
de Poisson. En la tabla 3.4 se muestran también los valores del pardmetro de
Brody, v, donde puede verse que todos son muy proéximos a 0.

La conclusion a la que llegamos entonces tras el analisis de este estadistico
es que, en lo que se refiere a las correlaciones de corto alcance, las propieda-
des del espectro de particula independiente no se trasladan al espectro del
sistema, sino que éste presenta las propiedades propias de un espectro tipo
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o.8 . o.8 GOE — ]
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Figura 3.10: Distribucion de espaciamientos a primeros vecinos de los espec-
tros Poisson-2 (a) y Poisson-3 (b).
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0.7 H T H
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<A3>
o
N
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0.1 | Datos ———
Poisson

o 200 400 600 800 1000
L

Figura 3.11: (A3(L)) del espectro de particula independiente tipo GOE.

Poisson independientemente del tipo de espectro de particula independiente
a partir del cual se ha generado. Es decir, independientemente del tipo de
correlaciones que presente el espectro de particula independiente, estas de-
saparecen en el espectro del sistema, que se comporta como uno de niveles
descorrelacionados.

3.4.2. La rigidez espectral

Este estadistico nos permite estudiar, segun se explico en la seccion 2.3.1,
las correlaciones de largo alcance.

Para calcular (A3(L)) para un valor de L dado hay que tomar, segin
vimos en 2.3.1, varios intervalos de longitud L en el espectro. El programa
utilizado en el cdlculo permite establecer unos valores minimo y méaximo
para el nimero de intervalos de longitud L a considerar. Estos dos valores
se tomaron como Min = 10 y Max = 1000, de manera que para valores
pequenos de L el nimero de intervalos serd grande e ird decreciendo a medida
que aumenta el valor de L. (A3(L)) se calculd para valores entre L = 10 y
L = 1000 con un intervalo de AL = 10.

El célculo de la (A3(L)) para cada espectro del sistema de N particulas
se llevé a cabo en cada uno de los 100 intervalos de 10.000 niveles en que
fue dividido tras el reescalado. Y una vez calculada para cada uno de los 100
intervalos se realiza el promedio, punto a punto, de las 100 funciones (A3(L))
obtenidas.
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Espectro de particula independiente tipo GOE

En la figura 3.11 se representa la (A3(L)) calculada para el espectro de
particula independiente tipo GOE, junto con las curvas teéricas del GOE
(2.17) y de Poisson (2.16). En ella puede observarse claramente cémo la
(A3(L)) crece mucho mas répido en el caso de Poisson que en el del GOE,
segin se senald en la seccién 2.3.1.

En la figura 3.12 se representa la (A3(L)) para los casos GOE-2 y GOE-3.
Todos los casos (N = 2 — 6) son muy similares. Observamos que los puntos
se aproximan bastante a la curva de Poisson y estan muy lejos de la curva
del GOE, que queda muy cerca del eje de abscisas ya que para los valores
mas altos de L hay una diferencia entre ambas de 2 6rdenes de magnitud
aproximadamente. Parece que el acuerdo es mejor para los valores mas bajos
de L y se observan pequenas desviaciones para los valores mas altos.

Estas desviaciones pueden tener que ver con el reescalado. Aunque hemos
visto que la aproximacion de la parte suave de la densidad acumulada por
polinomios es buena, no deja de ser una aproximacion y, como vimos en la
seccion 2.4, un reescalado incorrecto puede introducir correlaciones de largo
alcance ficticias.

O bien puede ser simplemente que como el nimero de intervalos utili-
zado para calcular (A3(L)) disminuye con L, para los valores altos de L la
estadistica es mds pobre y los valores de (A3(L)) menos fiables.

Por 1ltimo, sucede que en el caso en que la curva teorica es la correspon-
diente a Poisson, es légico que las desviaciones sean mayores que en otros
casos, debido a que la varianza de la A3(L) es bastante grande (del orden de
la propia (A3(L))) en ese caso, segin se explicard en la tltima parte de esta
seccion.

Espectro de particula independiente tipo GUE

En la figura 3.13 se representa la (A3(L)) calculada para el espectro de
particula independiente tipo GUE, junto con las curvas tedricas del GUE y
de Poisson. Aqui también puede observarse como la curva del GUE crece
mucho mas despacio que la de Poisson. Pero ademas, si la comparamos con
la figura 3.11 del espectro GOE podemos ver que el crecimiento en el caso
del GUE es ligeramente inferior al del GOE. Esto también es l6gico teniendo
en cuenta el significado de este estadistico, que se explico en la seccién 2.3.1.

Vimos que la rigidez espectral tiene que ver con la repulsion de niveles,

62



3.4 Estudio de las propiedades de las fluctuaciones del espectro del
sistema 63

80

Datos ———
Poisson
70 -

60 B
50 o

40 g

<A3>

30 q

20 q

10 g

o 200 400 600 800 1000

80

Datos +———
Poisson
70 r B

60 - B

50 q

40 g

<A3>

30 q

20 b

10 - q

o 200 400 600 800 1000

(b)

Figura 3.12: (A3(L)) de los espectros GOE-2 (a) y GOE-3 (b).
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Figura 3.13: (A3(L)) del espectro de particula independiente tipo GUE.

que se da en los espectros de las matrices aleatorias. Cuanto mayor es la
repulsion mayor es la organizacién del espectro y esto corresponde a valores
pequenios de la (A3(L)). Es decir, cuanto mayor es la repulsién menor sera la
(A3(L)) y, segun se vio en la seccién 2.3.1, los espectros tipo GUE presentan
mayor repulsion que los espectros tipo GOE.

En la figura 3.14 se representa la (A3(L)) para los casos GUE-2 y GUE-3.
El resto de los casos son muy similares. Observamos de nuevo lo mismo que
en el caso del espectro GOE: los puntos se aproximan claramente a la curva
de Poisson, quedando muy lejos de la curva correspondiente al GUE, pero
existen desviaciones para los valores altos de L. Las posibles explicaciones
dadas en el caso del GOE son validas también en este caso.

Espectro de particula independiente tipo Poisson

En la figura 3.15 se representa la (Az(L)) calculada para el espectro de
particula independiente tipo Poisson, junto con las curvas tedricas de Poisson
y del GOE. Lo que observamos en este caso si comparamos esta figura con
las figuras de los otros dos tipos de espectro de particula independiente, 3.11
y 3.13, es que la dispersion de los puntos es mucho mayor. Es decir, parece
que en este caso los puntos se ajustan peor a la curva teodrica. Pero lo que
ocurre es que también hay que tener en cuenta que si se calcula la varianza
de la A3(L) en el caso de Poisson resulta que ésta es del orden de L, es decir,
del mismo orden que la propia (A3(L)), mientras que en los casos de las
colectividades gausianas es una constante muy pequena e independiente de
L [14]. Ademas, en cualquiera de los tres casos es normal que los puntos no se
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Figura 3.14: (A3(L)) de los espectros GUE-2 (a) y GUE-3 (b).
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Figura 3.15: (A3(L)) del espectro de particula independiente tipo Poisson.

ajusten perfectamente a la curva ya que en estos casos el numero de niveles
del espectro es pequeno y éstos no se han dividido en intervalos para calcular
promedios, como en el caso de los espectros del sistema de N particulas.

En la figura 3.16 se representa la (A3(L)) para los casos Poisson-2 y
Poisson-3. Los demés son muy similares. Los puntos se ajustan de nuevo a
la curva de Poisson, aunque quizas en este caso la desviacién que se produce
a valores altos de L es menos acusada que en los dos casos anteriores. Esto
podria corroborar la explicacion del reescalado. La aproximacion de la densi-
dad acumulada por polinomios es exacta en el caso de Poisson, segiin vimos
en la seccion 3.3.2. Por tanto, en este caso tenemos mayor seguridad de que
el reescalado es correcto.

De cualquier manera, a la vista de la grafica 3.15 lo que habria que pre-
guntarse es si las desviaciones a altos valores de L de la (A3(L)) que se dan
en los espectros del sistema de N particulas son realmente significativas. Es
decir, si nuestra referencia del caso Poisson es la figura 3.15 entonces todas
las figuras correspondientes a espectros del sistema no son en realidad tan
distintas a ella. Lo que ocurre, como hemos senalado, es que hay que tener
en cuenta la varianza en cada caso. Si tuviésemos que comparar las curvas
de los espectros del sistema con curvas del estilo de las figuras 3.11 o 3.13
entonces las desviaciones que hemos encontrado si podrian ser significativas,
pero como la referencia es la curva de Poisson y la varianza es grande en
ese caso, la conclusion es que los puntos de la (A3(L)) de los espectros del
sistema de N particulas pueden ser perfectamente compatibles con la ley de
Poisson.

Entonces llegamos a la misma conclusion que con el estudio de las co-
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rrelaciones de corto alcance: independientemente del tipo de correlaciones
del espectro de particula independiente éstas desaparecen en el espectro del
sistema de N particulas.

3.4.3. El estadistico ¢,

El dltimo estadistico mediante el cual analizaremos las fluctuaciones de
los espectros del sistema es la ¢,,, introducida en la seccién 2.5.

La 0,, fue calculada en cada uno de los 100 intervalos de 10.000 niveles
del espectro reescalado. A continuacién se calcul6 el espectro de potencias de
cada una y finalmente se hizo el promedio de los 100 espectros de potencias
obtenidos. El espectro de potencias de la d,, viene dado, segin se vio en la
seccion 2.5, por R

PY(E) = |6x]%, (3.62)

donde ciﬁ es la transformada de Fourier discreta de 6,

Espectro de particula independiente tipo GOE

En la figura 3.17 se representa el espectro de potencias de la 9,, del espectro
de particula independiente tipo GOE, junto con la correspondiente curva
tedrica (2.39), y los espectros de potencias del sistema de N particulas (N =
2 — 6), junto con la curva tedrica del GOE y la de Poisson (2.39).

Nuevamente se observa que hay acuerdo con la prediccion tedrica de la es-
tadistica de Poisson. Se da una pequena desviacion en el caso GOE-2 a bajas
frecuencias. El problema podria venir, al igual que en el caso de la (A3(L)),
del reescalado. En este caso llama la atencion que la desviacion se dé solo
en el espectro GOE-2. Al final de la seccién comentaremos qué conclusiones
pueden obtenerse comparando los resultados de los tres tipos de espectro de
particula independiente.

Se puede ver que el ajuste a la curva tedrica es algo peor en el caso
del espectro de particula independiente. Esto es logico teniendo en cuenta
que el espectro de potencias se ha calculado en este caso a partir de un
unico espectro, mientras que en el caso del sistema de N particulas éste se
ha calculado como un promedio sobre 100 espectros (intervalos en que se
dividié el espectro inicial de 1.000.000 de niveles) y las curvas tedricas, segin
se vio en la seccién 2.5, corresponden a promedios. Por el mismo motivo
esto ocurre también, segiin veremos a continuacion, en los casos del GUE y
Poisson.
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Figura 3.16: (A3(L)) de los espectros Poisson-2 (a) y Poisson-3 (b).
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Figura 3.17: Espectro de potencias de los espectros GOE-N y el espectro de
particula independiente tipo GOE.
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Figura 3.18: Espectro de potencias de los espectros GUE-N y el espectro de
particula independiente tipo GUE.

Espectro de particula independiente tipo GUE

En la figura 3.18 se representa el espectro de potencias de la 9,, del espectro
de particula independiente tipo GUE, junto con la correspondiente curva
tedrica (2.39), y los espectros de potencias del sistema de N particulas (N =
2 — 6), junto con la curva tedrica del GUE y la de Poisson (2.39).

El resultado es bastante parecido al caso del GOE: los puntos se ajustan
bastante bien a la curva tedrica de Poisson pero aparece de nuevo la pequena
desviacién en el caso GUE-2.

Espectro de particula independiente tipo Poisson

En la figura 3.19 se representa el espectro de potencias de la ¢, del es-
pectro de particula independiente tipo Poisson y los espectros de potencias
del sistema de N particulas (N = 2 — 6), junto con la curva teérica para el
caso de Poisson (2.39).

Observamos que la desviacion que ocurria en los dos casos anteriores
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Figura 3.19: Espectro de potencias de los espectros Poisson-NN y el espectro
de particula independiente tipo Poisson.
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para N = 2 aqui no aparece. De nuevo cabe la explicacion del reescalado,
ya que en el caso de Poisson estamos mas seguros de realizar el reescalado
correctamente, por tanto, hay més probabilidad de que aparezcan efectos
espurios en los otros dos casos, GOE y GUE.

Pero por otro lado, puede ser que el caso N = 2 sea realmente un ca-
so especial, es decir, que la desviaciéon no se deba a errores de reescalado
o de otros tipos, sino que realmente existan motivos por los que este caso
no sigue estrictamente la estadistica de Poisson. Por ejemplo que este caso,
N = 2, atin refleje de alguna manera la procedencia del espectro del sistema,
es decir, el espectro de particula independiente, que es GOE o GUE cuan-
do existe la desviacion, mientras que ésta no aparece cuando el espectro de
particula independiente es de tipo Poisson. Podemos pensar entonces que a
medida que aumenta N las propiedades del espectro de particula indepen-
diente se van diluyendo mas, dando lugar a un espectro de niveles cada vez
mas descorrelacionados.

3.5. Comparacion con un sistema fisico: el bi-
llar de Robnik

Por ultimo, vamos a llevar a cabo el analisis de las fluctuaciones espec-
trales en el caso de un sistema fisico, como es el billar de Robnik.

Los billares cuanticos son considerados un paradigma en caos cuantico.
Consisten en una particula moviéndose libremente dentro de un contorno
rigido, cuya forma determina si el movimiento es regular o cadtico, y rebo-
tando elasticamente en las paredes. Por tanto, constituyen uno de los mejores
ejemplos de sistemas sencillos que dan lugar a un comportamiento muy rico
y complejo.

El billar de Robnik es uno de los sistemas mas simples para estudiar la
transicién orden-caos [41, 42]. El dominio del billar de Robnik viene dado por
la transformacion conforme cuadratica del disco unidad en el plano complejo
w:

w=z+A" 2| <1 (3.63)

La figura 3.20 muestra la forma del billar para cuatro valores de A. Para
obtener un contorno analitico el pardmetro A\ debe estar contenido en el
intervalo [0,1/2). Para A = 0 el billar es integrable, y a medida que aumenta
el valor de A\ va apareciendo el caos en el sistema [41]. El caso A = 0.5 es
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Figura 3.20: Forma del billar de Robnik para distintos valores del parametro
de deformacién \.

el Unico en que se ha demostrado con rigor que corresponde a un sistema
ergddico [43].

A continuacién realizamos un estudio andlogo al llevado a cabo con los
espectros de particula independiente tipo GOE, GUE y Poisson, tomando dos
espectros obtenidos a partir del billar de Robnik: uno con A = 0.00, cuyas
fluctuaciones deben seguir la estadistica de Poisson, y uno con A = 0.45,
cuyas fluctuaciones deben coincidir con las predichas para la colectividad
GOE, ya que es ésta la que corresponde al billar de Robnik ergédico 2, segiin
sus propiedades de simetria. Ambos espectros estaban formados por 5.000
niveles de la parte alta del espectro del billar correspondiente.

En primer lugar se reescalaron los espectros utilizando la expresion de la
parte suave de la densidad acumulada de estados, que es conocida ya que
puede calcularse analiticamente [45]. Los siguientes pasos hasta la obtencién
del espectro del sistema de N particulas son los que ya se han descrito en este
capitulo. Por tanto, en la siguiente seccion simplemente daremos los datos
relevantes en la construccién de los espectros del sistema y procederemos al
analisis de las fluctuaciones de los mismos.

2En realidad es A = 0.5, seglin se ha sefialado, el caso correspondiente al sistema
ergbdico. Lo que ocurre es que este caso, al no ser analitico el contorno, presenta dificultades
a la hora de calcular los autovalores del sistema; por eso, suelen utilizarse valores de A
préximos a 0.5 pero que no llegan a alcanzar este valor.
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74 Sistemas de /N particulas sin interaccion

Robnik, A = 0.00

N 2 3 4 5 6

m 1999 329 158 104 73

M | 1.001.112 1.013.873 1.006.155 1.029.483 1.076.981
Robnik, A = 0.45

N 2 3 4 5 6

m 2001 329 154 102 82

M | 1.000.369 1.005.733 1.013.343 1.056.441 1.068.525

Tabla 3.5: Numero de particulas, /N, nimero de niveles del espectro de
particula independiente, m, y dimension del espectro del sistema, M, de
los 10 casos estudiados.

3.5.1. Estudio de las propiedades de las fluctuaciones
del espectro del sistema

En esta seccion trabajaremos con 10 espectros: construimos 5 (N = 2 —6)
a partir del espectro del billar de Robnik integrable (A = 0.00) y 5 a partir
del espectro del billar de Robnik con A = 0.45. La notacién empleada sera la
misma que en los casos anteriores; asi, por ejemplo, con Robnik_0.00 — 2 nos
referiremos al espectro del sistema de dos particulas construido a partir del
espectro de particula independiente correspondiente al billar de Robnik con
A = 0.00.

En la tabla 3.5 se muestran los niimeros m de niveles del espectro de
particula independiente utilizados para generar cada uno de los 10 espectros
y las dimensiones M de los espectros obtenidos. De nuevo, se eliminaron
los primeros niveles de cada espectro de manera que todos tengan la misma
dimension, M = 1.000.000.

A continuacién se realizo el reescalado de los espectros en 10 intervalos
de 100.000 niveles para luego dividir cada uno de ellos de nuevo en 10 y
realizar asi el analisis de las fluctuaciones en 100 intervalos de 10.000 niveles.
Se comprob6 que la aproximacién del reescalado con polinomios de grado N
era también buena en este caso. En la figura 3.21 se muestra el ajuste para
el caso del espectro Robnik_0.45 — 3.
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Figura 3.21: Ajustes por polinomios de la densidad de estados, ¢®(E), y la
densidad acumulada, m® (E), del espectro Robnik_0.45 — 3.
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Figura 3.22: Distribucion de espaciamientos a primeros vecinos del espectro
de particula independiente Robnik_0.00.

La distribucion de espaciamientos a primeros vecinos

La distribucién de espaciamientos se calculé de la misma manera que
en los casos anteriores. En las figuras que se muestran a continuacion se
representan la distribucién de espaciamientos y la distribucién integrada,
junto con las curvas teéricas de Poisson, Wigner-GOE y el ajuste a la funcion
de Brody, que interpola entre ambas.

Espectro de particula independiente Robnik_0.00

En la figura 3.22 se representa la distribucién de espaciamientos a pri-
meros vecinos para el espectro de particula independiente Robnik_0.00. En
ella se observa que el ajuste a la funcién de Brody coincide con la ley de
Poisson, como era de esperar. El parametro de Brody resultado del ajuste es
v =0.01+0.01. En la figura 3.23 se representan los casos Robnik_0.00 — 2
y Robnik_0.00 — 3, el resto son practicamente iguales. En ella puede verse
que las fluctuaciones siguen claramente la estadistica de Poisson. En la tabla
3.6 se muestran ademas los valores del parametro de Brody, v, donde puede
verse que todos son muy proximos a 0.

Espectro de particula independiente Robnik_0.45

En la figura 3.24 se representa la distribucién de espaciamientos a prime-
ros vecinos para el espectro de particula independiente Robnik_0.45. En ella
se observa que el ajuste a la funcién de Brody coincide con la curva tedri-
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Figura 3.23: Distribucion de espaciamientos a primeros vecinos de los espec-
tros Robnik_0.00 — 2 (a) y Robnik_0.00 — 3 (b).
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N v

2 | 0.000 + 0.004

3 1 0.00000 =+ 0.00006
4 | 0.00000 + 0.00006
5 1 0.00000 + 0.00003
6 | 0.00000 %+ 0.00002

Tabla 3.6: Parametro de Brody para la distribucion de espaciamientos de los
espectros de los sistemas Robnik_0.00 — N.
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Figura 3.24: Distribucion de espaciamientos a primeros vecinos del espectro
de particula independiente Robnik_0.45.

ca de Wigner-GOE, como era de esperar. El parametro de Brody resultado
del ajuste es v = 0.949 4+ 0.008. En la figura 3.25 se representan los casos
Robnik_0.45 — 2 y Robnik_0.45 — 3, el resto son practicamente iguales. De
nuevo las fluctuaciones siguen claramente la estadistica de Poisson. En la
tabla 3.7 se muestran ademds los valores del parametro de Brody, v, donde
puede verse que todos son muy préximos a 0.

Tras el analisis de este estadistico llegamos a la misma conclusién que en
los casos anteriores (espectros GOE, GUE y Poisson): en lo que a las corre-
laciones de corto alcance se refiere, las propiedades del espectro de particula
independiente no se trasladan al espectro del sistema de N particulas, sino
que éste se comporta como un espectro de niveles descorrelacionados inde-
pendientemente del tipo de espectro de particula independiente a partir del
cual se ha generado.
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Figura 3.25: Distribucion de espaciamientos a primeros vecinos de los espec-
tros Robnik_0.45 — 2 (a) y Robnik_0.45 — 3 (b).
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N v

2 1 0.001 + 0.004

3 10.0000 £ 0.0002
4 1 0.000 + 0.004

5 10.0000 £+ 0.0001
6 | 0.00000 %+ 0.00005

Tabla 3.7: Parametro de Brody para la distribucion de espaciamientos de los
espectros de los sistemas Robnik_0.45 — N.

La rigidez espectral

El célculo de la (A3(L)) para cada uno de los espectros se llevé a cabo
como un promedio de la misma manera que se describe en la seccién 3.4.2.

A continuacién se analizan los resultados obtenidos en cada uno de los
dos casos del billar de Robnik (A = 0.00 y A = 0.45).

Espectro de particula independiente Robnik_0.00

En la figura 3.26 se representa la (Az(L)) calculada para el espectro de
particula independiente Robnik_0.00, junto con las curvas tedricas del GOE y
de Poisson. Aqui podemos apreciar claramente el fenémeno de la saturacién
de Berry, que describimos en la seccion 2.4: los puntos se ajustan a la curva
tedrica de Poisson, como corresponde a un sistema integrable, pero al llegar
a un cierto valor de L éstos se separan haciéndose constantes a partir de ese
momento. Este comportamiento no se ha observado en los casos anteriores
(espectros tipo GOE, GUE y Poisson) puesto que, segiin se explicd, es debido
a la influencia de las érbitas periddicas mas cortas del sistema, que hacen que
el comportamiento de las fluctuaciones sea universal sélo en un cierto rango,
AE < h/Tpin, donde T,,;, es el periodo de la érbita mas corta del sistema.
Puesto que los espectros tipo GOE, GUE y Poisson estudiados anteriormente
no se construyeron a partir de ningin sistema fisico sino que se calcularon
a partir de matrices generadas aleatoriamente, no podemos hablar en esos
casos de orbitas periddicas ni, por tanto, de comportamiento no universal.

En la figura 3.27 se representa la (A3(L)) para los casos Robnik_0.00 — 2
y Robnik_0.00 — 3. Todos los casos (N = 2 — 6) son muy similares. Lo que
observamos es exactamente lo mismo que vimos en el caso del espectro tipo
Poisson: los puntos estan bastante préximos a la curva de Poisson pero existen
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Figura 3.26: (A3(L)) del espectro de particula independiente Robnik_0.00.

pequenas desviaciones para los valores mas altos de L.

Las posibles explicaciones dadas en el caso del espectro tipo Poisson son
validas también en este caso: puede tratarse de un problema de reescalado,
yva que la expresion de la parte suave de la densidad acumulada utilizada es
una aproximacion o puede que los valores de la (A3(L)) calculados para L
grande sean menos fiables al ser la estadistica mas pobre en esos casos. Por
otro lado, como se senalé también en la seccion 3.4.2, desviaciones més o
menos grandes de la curva de Poisson no son tan significativas como podrian
serlo esas mismas desviaciones en las curvas del GOE o el GUE, ya que en
el caso de Poisson la varianza de la Ag(L) es del orden de la propia (A3(L)).

En cuanto a la saturacion de Berry, que deberia aparecer también en el
caso del sistema de N particulas, vemos que no se observa en las graficas. En
realidad lo que ocurre es que la saturacién aparece més tarde cuanto mayor
es el nimero de particulas, ya que el valor de L a partir del cual ya no hay
universalidad decrece con el nimero de grados de libertad del sistema [30]:

po N1, (3.64)

Lsat ~

donde d es la dimension del billar y N el nimero de particulas.

Espectro de particula independiente Robnik_0.45

En la figura 3.28 se representa la (A3(L)) calculada para el espectro
de particula independiente Robnik_0.45, junto con las curvas tedricas del
GOE y de Poisson. De nuevo podemos apreciar claramente el fenémeno de
la saturacién de Berry: los puntos siguen la curva del GOE, como era de
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Figura 3.27: (A3(L)) de los espectros Robnik_0.00 — 2 (a) y Robnik_0.00 — 3
(b).
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Figura 3.28: (A3(L)) del espectro de particula independiente Robnik_0.45.

esperar, hasta un cierto valor de L en que se separan de ella para hacerse
constantes a partir de ese momento.

En la figura 3.29 se representa la (A3(L)) para los casos Robnik_0.45 — 2
y Robnik_0.45 — 3. Todos los casos (N = 2 — 6) son muy similares. Nueva-
mente observamos lo mismo que vimos en el caso del espectro tipo GOE: los
puntos estan bastante préoximos a la curva de Poisson pero existen pequenas
desviaciones para los valores mas altos de L. Las explicaciones posibles para
estas desviaciones son las mismas que en el caso anterior, Robnik_0.00.

Por tanto, en lo que se refiere a las correlaciones de largo alcance, llegamos
de nuevo a la conclusién de que independientemente del tipo de correlaciones
que presente el espectro de particula independiente éstas desaparecen en el
espectro del sistema de N particulas, que se comporta como uno de niveles
descorrelacionados.

El estadistico 6,

Este estadistico fue calculado para cada espectro de la manera que se
describe en la seccién 3.4.3. A continuacion se calculé el espectro de potencias,
que viene dado por

P (k) = [04[?, (3.65)

donde & es la transformada de Fourier discreta de 9,,.

Este estadistico ya ha sido estudiado en el billar de Robnik [44], habiéndo-
se comprobado que presenta un ruido 1/f*, donde « varia suavemente desde
« ~ 2 cuando A ~ 0 hasta o ~ 1 cuando A ~ 1/2. El resultado es cohe-
rente con la descripcion que hemos dado del billar de Robnik en funcion del
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Figura 3.29: (A3(L)) de los espectros Robnik_0.45 — 2 (a) y Robnik_0.45 — 3
(b).
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parametro A, ya que A ~ 0 corresponde al caso integrable, que debe presen-
tar un ruido 1/f%, mientras A ~ 1/2 corresponde al caso cadtico (ergédico,
que debe presentar un ruido 1/f. Es decir, que la transicién orden-caos en
este sistema puede ser caracterizada por el exponente a ademds de por el
parametro de deformacion A.

Espectro de particula independiente Robnik_0.00

En la figura 3.30 se representa el espectro de potencias de la ¢,, del espec-
tro de particula independiente Robnik_0.00 y los espectros de potencias del
sistema de N particulas (N = 2 — 6), junto con la curva tedrica para el caso
de Poisson. Como puede verse, el ajuste a la curva tedrica es peor en el caso
del espectro de particula independiente,al igual que ocurria en los tres casos
anteriores (GOE, GUE y Poisson), debido a que el cédlculo del espectro de
potencias se ha realizado a partir de un tnico espectro, mientras que en el
caso del sistema de N particulas éste se ha realizado como un promedio sobre
100 espectros (intervalos en que se dividi6 el espectro inicial de 1.000.000 de
niveles) y las curvas tedricas, segin se vio en la seccién 2.5, corresponden
a promedios. Ademas, puede verse también en este espectro el efecto de la
saturaciéon de Berry: la desviacién de la curva tedrica de la (A3(L)) a energias
altas se refleja aqui como una desviacién a frecuencias bajas.

Nuevamente se observa que hay acuerdo con la prediccion teodrica de la
estadistica de Poisson. Vemos que la figura es muy parecida a la figura 3.19,
correspondiente a los espectros de potencias del caso del espectro de particula
independiente tipo Poisson, como era de esperar.

Espectro de particula independiente Robnik_0.45

En la figura 3.31 se representa el espectro de potencias de la 9,, del espectro
de particula independiente Robnik_0.45, junto con la correspondiente curva
tedrica para GOE, y los espectros de potencias del sistema de N particulas
(N =2 —6), junto con la curva tedrica del GOE y la de Poisson. Se observa
también, légicamente, la mayor dispersion de los puntos en el caso del espec-
tro de particula independiente, asi como el efecto de la saturacion de Berry.

El acuerdo con la prediccion tedrica de Poisson es de nuevo bastante
bueno. Pero aqui observamos de nuevo el efecto que encontrabamos en el caso
del espectro GOE-2 y que no aparecia en cambio en el espectro Poisson-2: la
desviacién de la curva tedrica para los valores mas pequenos de la frecuencia.
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Figura 3.30: Espectro de potencias de los espectros Robnik_0.00 — N y el
espectro de particula independiente Robnik_0.00.
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Figura 3.31: Espectro de potencias de los espectros Robnik_0.45 — N y el
espectro de particula independiente Robnik_0.45.
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De hecho, la figura es muy parecida a la figura 3.17, correspondiente a los
espectros de potencias del caso del espectro de particula independiente tipo
GOE. Las posibles explicaciones de esta desviacion son las mismas que las
que se dieron en ese caso. Pero ahora de lo que si estamos seguros es de que,
ya sea un problema de reescalado, ya sea que el caso N = 2 es realmente un
caso aparte, el efecto no depende de propiedades concretas del sistema, fisico
(billar de Robnik) ni de la manera de generar numéricamente las matrices
aleatorias, ya que aparece en los dos casos.

3.6. Justificacion teorica

La conclusién que hemos extraido a partir de todos los resultados obte-
nidos es que las propiedades de las fluctuaciones del espectro cuantico de un
sistema de IV particulas idénticas sin interaccion siguen la estadistica de Pois-
son, independientemente del tipo de fluctuaciones que presente el espectro de
particula independiente a partir del cual se ha generado. La pregunta logica
que podemos hacernos es por qué sucede esto, qué interpretacion podemos
darle y si podemos encontrar algin célculo tedrico que lo justifique.

En el contexto del caos cudntico podria interpretarse de la siguiente ma-
nera: el andlogo clasico de los sistemas cuanticos de N particulas idénticas
sin interaccion es integrable. De ser asi, lo que podriamos hacer es calcular
el limite clasico del sistema cudntico para comprobar que efectivamente se
trata de un sistema integrable. El problema de esta interpretacién es que,
segun hemos senalado, los sistemas cudnticos de varias particulas idénticas,
debido al caracter bosénico o fermiénico de las mismas, no tienen un andlogo
clasico claro. Sin embargo, si hay un calculo clasico muy sencillo que puede
realizarse en el caso de los billares. En la seccion 2.3.1 se explicé que no todos
los sistemas caoticos lo son en el mismo grado, se habl6 de jerarquia del caos
y se describieron tres tipos de sistemas: ergddicos, mixing y sistemas K. Se
senal6 que a pesar de que en un principio la conjetura BGS fue formulada
para sistemas K mas tarde se extendi6 a sistemas ergddicos y hoy se acepta
que un sistema cuantico es caotico si su analogo clasico es ergodico. Lo que
demuestra el calculo que realizamos a continuacion es que los sistemas clasi-
cos de N particulas sin interaccién no son ergodicos y, por tanto, podemos
afirmar que los sistemas andlogos cudnticos no son caoticos.

La ergodicidad implica que para tiempos suficientemente largos el sistema,
ha pasado por todos los puntos de espacio de fases. Es decir, que la fraccién
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3.6 Justificacion tedrica 89

del espacio de fases accesible al sistema es igual a 1.

Vamos calcular la fraccién del espacio de fases accesible a un sistema de
N particulas sin interaccién en un billar. El calculo tiene sentido puesto que
es totalmente independiente de si las particulas son bosonicas o fermionicas
o incluso si ni siquiera son idénticas.

Para hacer el calculo lo mas general posible consideramos un billar d-
dimensional, cuyo contorno delimita un volumen Vj. Las variables posicion
y momento del sistema son

Q= (a1, qz---,qn) (3.66)
P = (p1,p2;---,Pn) (3.67)

El nimero de estados con energia menor o igual que E o volumen del espacio
de fases accesible al sistema con energia menor o igual que F viene dado por

N,sz /dQ/dP 5(E - H(Q,P))

Nlth/quZ/Hdpl E H(qla"'anapla"'apN))a

Q(E) =

(3.68)
donde H(qy,...,qn,P1,---,Pn)) es el hamiltoniano del sistema:
N p?
H(qla"'anapla"'apN)):ZQTZna (369)

donde m es la masa de cada una de las particulas.

La integral en las posiciones es inmediata puesto que el integrando no
depende de las mismas. La integral para cada una de las particulas es el vo-
lumen total del espacio, es decir, el volumen del billar. Por tanto, el resultado
de esta integral es VN,

Para calcular la integral en los momentos hacemos un cambio de variable a
esféricas. Teniendo en cuenta que Y.~  p?/2m = E, o bien, Z?ZI p; =2mE,
donde la suma en esta ultima expresion se extiende a las d componentes
cartesianas del momento de cada una de las N particulas, podemos escribir
el elemento de volumen en d/N dimensiones como

90 AN/2.dN—1

WV = a4 (3.70)
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que corresponde al elemento de volumen cuando el integrando depende sélo
de la coordenada radial 7. En este caso, r? = Zjﬁl p?. Por tanto, los limites

del intervalo de integracion son 0 y R = v/2mFE, y la integral queda

O(E)

vy V2mE o dN/2,.dN-1 VN opdN/2 (2 E)iN/?
= — —d =
N1hdN /0 T(dN/2) '~ NWWNT(dN/2)  dN
(3.71)
El volumen del espacio de fases accesible al sistema con energia entre F y

E + dF viene dado por

_ dQ(E)dE _ VN dN/2(2)dN/2

EWNPYE. 72
b NTRNT (dN/2) (372)

dQ(E)

En sistemas de varias particulas sin interaccion cada una de ellas posee una
energia fija, que no cambia con el tiempo puesto que al no interaccionar unas
con otras no intercambian energia. Por tanto, con fraccion del espacio de fases
accesible al sistema nos referimos a la fraccién del espacio de fases que ocupa
una trayectoria concreta, es decir, que debemos considerar una determinada
configuraciéon {Fy, s, ..., Ex}.

Asi, si el volumen del espacio de fases accesible a la particula 7 cuando
ésta tiene una energia menor o igual que E;, que se obtiene facilmente sin
mas que particularizar la ecuacién (3.71) para N=1, es la siguiente:

Vg 2m%? (2mE;)Y?

Qi Ez = - 5 .
(B) = itam) 4 (373)
la fraccién del espacio de fases, F(E, Es, ..., Ex), que ocupa el sistema es
d([TE, u(E;
F(El, EQ, ey EN) == (HZZI ( )) (374)

dQU(E) ’
donde SN E; = E.

El numerador se desarrolla de la siguiente manera:
d (ﬂ QAE») _ A AE) () n(En)
P dE
dQy(FEs)
dFE
+ 0 (Ey) - Qn_1(En-1)

+ Q1 (EY) Q3(E3)---Qn(En) + -
dQn(EN)

e )dE. (3.75)
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Es conveniente expresar las energias de cada particula como E; = \;E, donde
A; representa la fraccion de la energia total que corresponde a la particula .
Por tanto, sz\; A; = 1. Con esta notacién y utilizando la regla de la cadena,
cada una de las derivadas que aparecen en (3.75) resultan

dQy(E;)  dG(E;) dE; )\_in(Ei) Vmd/2(2m)4/?
dE dE; dE "' dE; — hil(d/2)

E introduciendo estas expresiones en (3.75) queda

d (ljj Qi(Ei)> = (%)N <2>N1 (]i A,)dﬂ BN NAE.

(3.77)
Utilizando esta tltima ecuacién y la (3.72) la fraccién del espacio de fases
ocupado por el sistema es

F()\l,)\g,...,)\N):<2> (fi]/\;/Q (HA) : (3.78)

Ahora vamos a demostrar que, incluso en el maximo, la fraccién es menor
que 1, ademds es cada vez mas pequena cuanto mayor es el nimero N de
particulas.

Para calcular el punto (Ay, Ag, ..., Ay) donde estd el méximo utilizamos
el método de los multiplicadores de Lagrange. La ligadura es Zl]\il A= 1.
Por tanto, construimos la siguiente funcion:

g(Al,)\g,...,)\N,a):(§> (‘;]/2/2 (HA) a(Z)\i—l),

A2RIZT(3.76)

(3.79)
y el maximo vendra dado por
39()\1,)\2,...,)\N,a) .
= =12,...,N .
o, 0, 1 32y (3.80)
ag()\l, )\2, Ceey )\N, a)
=0. 3.81
Oa (3:81)
Es decir,
d g/
k§A;?/2 A As A AN) Y2 —a =0 (3.82)
M+A+ -+ Ay —1=0, (3.83)
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N-1
donde k = <g> MN.
d ['(d/2)N
Si a = 0 basta con que \; = 0 para algin ¢ para tener una solucion.
Sustituyendo esta solucién en (3.78) se obtiene que la fraccion del espacio de
fases es cero, y como F'(Ay, Ag, ..., Ay) = 0 para todo {\;}i=1 2, la solucién
corresponde a un minimo y, por tanto, no es la que buscamos.

Si a # 0, multiplicando cada una de las ecuaciones (3.82) por \; se obtiene

O[)\l = O[)\Q === O[)\N, (384)
cuya unica solucion, siendo a # 0, es \; = Ay = --- = Ay. Y teniendo en
cuenta la ecuacién (3.83), la solucién es

M= v (3.85)
P = X7 2. .
N

Sustituyendo la solucién en (3.78) se obtiene

Estamos seguros de que se trata de un maximo absoluto ya que no hay
mas puntos criticos y sustituyendo otro punto cualquiera en (3.78) el valor
obtenido es menor. Este es un valor que nunca se llega a alcanzar en el caso
del sistema que hemos estudiado, ya que al ser las particulas fermionicas
nunca podran ocupar dos de ellas el mismo nivel del espectro y, por tanto,
nunca podran tener todas la misma energia. Por ejemplo, tomemos el caso
del billar de Robnik integrable con N = 5. Si calculamos las fracciones \; de
la energia total de cada particula en el primer estado excitado obtenemos

A1 =0.037 A =0.058 A3 =0.205 A,=0.322 \;5=0.378. (3.87)

Y el valor de la fraccion del espacio de fases resulta ser 0.0065, mientras que
el valor maximo en este caso seria 0.0384. En la figura 3.32 se representa F},,;
para los casos bidimensional (que hemos estudiado en la seccién anterior) y
tridimensional, como funcién del nimero de particulas N. Podemos ver que
efectivamente la fraccion es menor que 1 y ademas, decrece muy rapidamente
con el nimero de particulas. Para 10 particulas ya es del orden de 10~* en el
caso bidimensional y del orden de 107> en el caso tridimensional. Por tanto,
queda demostrado, que un billar con N particulas sin interaccién no es un
sistema ergodico.
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Figura 3.32: Fraccion del espacio de fases ocupado por el sistema en el punto

maximo para los casos del billar bidimensional y tridimensional.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado los sistemas de N particulas idénticas
sin interaccion en el contexto del caos cuantico. Es decir, hemos utilizado
las herramientas que han sido desarrolladas en este campo para analizar la
estadistica de las fluctuaciones de los espectros cudnticos de energia de estos
sistemas.

Los trabajos de Berry [3] y Bohigas [4] establecieron que hay dos tipos
de espectros cuanticos que pueden distinguirse en base al tipo de fluctuacio-
nes que presentan: los espectros de sistemas cuanticos cuyo analogo clésico
es integrable presentan fluctuaciones que siguen la estadistica de Poisson y
aquellos cuyo andlogo clasico es ergodico presentan fluctuaciones cuya es-
tadistica es descrita por la teoria de matrices aleatorias. Es decir, que las
fluctuaciones espectrales son universales (en un cierto rango), dependiendo
solo de si el andlogo clésico del sistema es integrable o ergddico.

Hemos elegido diversos tipos de espectro de particula independiente y
hemos construido a partir de ellos espectros de sistemas de varias particulas.
Para realizar el analisis de las fluctuaciones espectrales de los mismos se han
utilizados tres estadisticos. Dos de ellos han sido desarrollados en el contexto
de la teoria de matrices aleatorias: la distribucién de espaciamientos a prime-
ros vecinos (P(s)) y la rigidez espectral (A3(L)), y son los més utilizados a
la hora de medir las correlaciones de corto y de largo alcance, respectivamen-
te. El tercero ha sido desarrollado gracias a un nuevo enfoque recientemente
propuesto a la hora de abordar el problema del caos cuantico basado en los
métodos tradicionales del andlisis de series temporales [31]: la ¢, que mide
las fluctuaciones de los niveles de energia respecto de su valor medio.

Tras el analisis de los resultados obtenidos hemos encontrado que las fluc-
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tuaciones de los espectros de los sistemas de N particulas estudiados siguen
siempre la estadistica de Poisson, independientemente del tipo de espectro
de particula independiente a partir del cual se hayan generado, ya sea este
integrable o cadtico.

La interpretacion de este resultado es complicada. No podemos decir que
el andlogo clasico de este tipo de sistemas es integrable, ya que, debido al
caracter bosoénico o fermidénico de las particulas idénticas, estos sistemas no
tienen un limite cldsico claro. Por tanto, no podemos basar una demostracion
tedrica en la busqueda del limite clasico del sistema. Podriamos realizar una
demostracion tedrica en mecanica cuantica, como, por ejemplo, el calculo de
alguno de los estadisticos que caracterizan las fluctuaciones espectrales en
estos sistemas para comprobar que el resultado coincide con la prediccion de
la estadistica de Poisson. Pero por el momento, no hemos conseguido realizar
ningin cédlculo asi, que demuestre en general la conclusién a la que hemos
llegado. So6lo hemos demostrado, en el caso concreto de los billares, que la
fraccion del espacio de fases ocupado por el sistema es muy pequena, tanto
mas cuanto mayor es el nimero de particulas. Esto quiere decir que el sistema
no es ergodico y, por tanto, su andlogo cuantico no puede ser cadtico.

Por otro lado, dada la variedad de espectros de particula independiente es-
tudiados (espectros provenientes de matrices aleatorias generadas numérica-
mente y espectros obtenidos a partir de un sistema fisico, como es el billar
de Robnik, tanto integrables como cadticos en ambos casos) no podemos por
menos de formular nuestra conclusion como una conjetura: Los espectros de
los sistemas cudnticos de varias particulas idénticas sin interaccion presen-
tan fluctuaciones que siguen la estadistica de Poisson, independientemente
del tipo de fluctuaciones del espectro de particula independiente a partir del
cual se han construido.

A pesar de que el estudio ha sido realizado para particulas fermidnicas,
su extension a particulas bosénicas es trivial. En la seccion 3.3.1 se descri-
bié6 el calculo de la densidad de estados para un sistema de N fermiones. En
ese caso los estados del sistema debian ser totalmente antisimétricos, y se
obtenian a partir de los estados no antisimetrizados aplicando el operador de
antisimetrizacion. En el caso de particulas bosonicas los estados del sistema
deben ser totalmente simétricos y, por tanto, se obtienen a partir de los esta-
dos sin simetrizar aplicando el operador de simetrizacion. Por tanto, la tinica
diferencia esta en los signos que aparecen en las expresiones de la densidad de
estados del sistema de N particulas. Por ejemplo, en las expresiones (3.29),
(3.30) y (3.31) todos los signos serian positivos en el caso de los bosones.
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Pero esto es irrelevante, ya que al realizar el reescalado los propios ajustes
nos dan los signos de cada coeficiente, por tanto, basta con saber que se trata
de un polinomio de grado N.

En cuanto a los resultados sélo queda senalar que nos ha llamado la
atencion la pequena desviacion de la prediccion de Poisson que se observa en
el espectro de potencias de la ¢§,, en los espectros de energia de los sistemas
de 2 particulas construidos a partir de espectros de particula independiente
caoticos y sélo en ellos. No sabemos si puede tratarse de un efecto espurio
debido a alguna cuestién técnica como el proceso de reescalado o si realmente
el caso N = 2 es un caso especial. De cualquier manera este es un punto que
podemos intentar aclarar mediante las vias de estudio que tomaremos en
adelante.

Por un lado abordaremos el estudio de nuevos sistemas de N particulas,
cuyo andlisis pueda corroborar nuestra conjetura. En este sentido, el siguiente
paso que llevaremos a cabo es repetir el estudio completo, tanto para matrices
aleatorias como para espectros de sistemas fisicos, considerando particulas
bosénicas en lugar de fermidnicas. Ademads, el que la pequena desviacién de
los sistemas de 2 particulas de la que hablabamos aparezca o no en los nuevos
espectros que se estudiaran puede darnos pistas sobre su origen, es decir, si
se trata de algo general asociado al caracter cadtico de todos los espectros o
si es un aspecto particular de cierto tipo de espectros.

Por otro lado continuaremos buscando algin tipo de demostracion teérica
del resultado en el marco de la mecanica cudntica. Si la desviaciéon de los
espectros de potencias de los sistemas de 2 particulas es un efecto real y no
espurio debemos encontrarlo de alguna manera en los calculos tedricos.

Por ultimo, iniciaremos un estudio del comportamiento cuantico de los
sistemas de N particulas sin interaccién basado en la sensibilidad a pequenas
perturbaciones en el hamiltoniano, que se mencioné en la seccion 2.2. Con-
cretamente se estudiara la separacion de la funcién de onda correspondiente
al hamiltoniano perturbado y la funcién de onda inicial. Por analogia con
la separacion de las trayectorias en caos cldsico se espera que la separacién
entre las funciones de onda sea pequena en todo momento, pero ademads, se
pretende estudiar el comportamiento de esta separacion como funcién del
numero de particulas, N, para comprobar si la transiciéon del espectro de
particula independiente cadtico al espectro del sistema de N particulas inte-
grable es tan brusca en las funciones de onda como ha resultado serlo en el
espectro (todos los estadisticos utilizados para el andlisis de las fluctuaciones
espectrales obedecen a la estadistica de Poisson, desde N = 2 hasta N = 6)
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o es mas gradual.
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Apéndice A
Teoria de matrices aleatorias

En este apéndice describimos los conceptos y expresiones basicas utiliza-
dos en la teoria de matrices aleatorias, sin entrar demasiado en los detalles de
los calculos matematicos, que pueden encontrarse en el libro de Stéckmann
[15].

A.1. Matrices aleatorias gausianas

Los elementos de una matriz perteneciente a una de las colectividades
gausianas se eligen aleatoriamente. Pero no se tiene completa libertad a la
hora de fijarlos, ya que deben respetar las simetrias propias de su colectividad.
En la colectividad GOE, por ejemplo, las matrices son reales y simétricas,
invariantes bajo transformaciones ortogonales. Por tanto, si la matriz es de
dimensién m se tienen m(m + 1)/2 elementos de matriz independientes.

Vamos a obtener la distribucién de probabilidad de los elementos de ma-
triz, que nos permitird saber la manera de generar una de estas matrices.
Describimos el cdlculo para el caso concreto del GOE.

La distribucién de probabilidad p(Hii, ..., Hpm) de los elementos de ma-
triz no debe depender de la base a la que se aplica. Por tanto,

p(Hiyy ooy Hon) = p(Hyy, .., HY ). (A.1)

m

H' se obtiene a partir de H mediante una transformacién ortogonal (H' =
OHOT 00T =1). La relacién (A.1) implica que la funcién p(Hyi, ..., Hym)
solo puede depender de trazas de potencias de H. Ademads, suponemos que
los elementos de matriz no estan correlacionados:

p(Hity ooy Hym) = p(H11)p(H12) - - p(Hom) - (A.2)
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La tnica forma funcional que obedece ambas condiciones (A.1) y (A.2) es la
siguiente:

p(Hyy, ..., Hyyy) = Cexp[—BTr(H) — ATr(H?)). (A.3)

Podemos tomar B = 0 sin pérdida de generalidad (siempre podemos despla-
zar la energia media, Tr(H)/m, al cero). La constante C' se fija utilizando la
condicién de normalizacion

/p(H117 7Hmm) dHlldem =1. (A4)

La expresion que se obtiene para la distribuciéon de probabilidad es

A m/2 24 m(m—1)/4
p(Hip, ooy Hymy) = <—> <—> exp |—AY H} (A.5)
i,j

T T
La constante A se puede expresar en términos de la varianza de los elementos
de matriz diagonales o de los no diagonales:

(H2) = o (HZ) = 14 (A.6)

Analogamente se obtienen las distribuciones para las colectividades GUE y
GSE, imponiendo que éstas sean invariantes bajo transformaciones unitarias
y simplécticas respectivamente. Las expresiones que se obtienen son:

ottt = () (22 e {—A Sl + (11 } ,

(A.7)
para el GUE, donde (Hg);; vy (Hr)i; son las partes real e imaginaria, respec-
tivamente, de H;;; y

p(Huv,s ooy Hy) = <é> " <%>2m(m1> (A.8)

exp {—A S I(Ho) + (Ho)ly + (H) + (H)3) } ,

para el GSE, donde (Hp);;, (Hz)ij, (Hy)ij v (H,)i; son las componentes cua-
ternionicas de H;;.
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A.2 Distribuciones de autovalores 101

A.2. Distribuciones de autovalores

La distribucién de probabilidad de los elementos de matriz no permite
una comparacién directa con los datos experimentales, ya que normalmente
lo unico que se conoce son los autovalores, el espectro de energia. Asi que tiene
mas interés practico la distribucion de autovalores. Esta iltima se calcula a
partir de la primera y las expresiones obtenidas para cada una de las tres
colectividades pueden incluirse en una sola:

P(Ey, ..., Ep) o< [ [ 1E: — Ej|” exp (—AZEE) : (A.9)
i<j i
donde v es el indice de universalidad. Toma los valores 1, 2 y 4 para GOE,
GUE y GSE, respectivamente. En esta expresion se observa la repulsién de
niveles de la que se hablaba en la seccién 2.2.2: la probabilidad de que dos
autovalores tomen el mismo valor es nula. Es decir, los autovalores estan
correlacionados, no puede generarse cada uno mediante una variable aleatoria
independiente. Para v = 0 tenemos el caso de autovalores descorrelacionados.

A.3. Densidad media de estados

La densidad de estados de un sistema cuantico se define como

=> §(E-E)). (A.10)

En el caso de las colectividades gausianas no estamos interesados en la den-
sidad de estados de una sola matriz sino en el promedio sobre toda la colec-
tividad. Es decir, si generamos un conjunto de matrices pertenecientes a una
colectividad obtendremos a partir de ellas un conjunto de espectros distintos
cuyos niveles de energia seguiran la distribucion de probabilidad de la seccién
anterior para la colectividad correspondiente. Por tanto, el conjunto de den-
sidades de estados que obtendremos a partir de los espectros seran también
distintas pero la media de todas ellas sera caracteristica de la colectividad.
Wigner [16] derivé la densidad media de estados para las colectividades
gausianas y obtuvo la que se llama la ley del semicirculo de Wigner:

VVZL_EQ |E|<\/7 (A.11)

|E| >

(g,(F
A

101



102 Teoria de matrices aleatorias

30

Figura A.1: Densidad media de estados obtenida a partir de 100 matrices
aleatorias tipo GOE de dimensién 1600 (azul) y curva tedrica (rojo).

En la figura A.1 se muestra un ejemplo numérico obtenido a partir de 100
matrices aleatorias de la colectividad GOE de dimensién 1600.

A.4. Funciones de correlacién a k& puntos

Algunos de los estadisticos mas importantes que miden las correlaciones
de largo alcance dependen de la funcién de correlacion a dos puntos. Esta es la
densidad de probabilidad de encontrar dos autovalores € y €5 a dos energias
dadas, independientemente de la posicién del resto de los autovalores. La
funcién mas general de correlacion a k puntos se define como

m!
Rk(gl,. .. ,Sk) = (

W/P(F:l,...,Sm)d€k+1...d€m, (A12)

donde el factor que precede a la integral es para tener en cuenta todas las
posibles formas de escoger k autovalores de entre un total de m.
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El calculo de las funciones de correlaciéon a dos puntos para las colecti-
vidades GOE, GUE y GSE puede encontrarse en el libro de Mehta [14].El
resultado para los casos del GOE y el GUE es el siguiente:

sen7r5> 2

Ya(e) = ( - (GUE) (A.13)

YQ(g):<sen7r€>2_si(7rg)(COSﬂe_senW&‘) GOE), (Al

e e (me)?

donde Y3(e) es una funcién equivalente a la funcién de correlacién a dos
puntos, que se usa a menudo y se denomina funcién de agrupamiento:

)/2(61,62) = R1(61)R1(62) — R2(€1,62). (A15)

En realidad Y5 y Ry no dependen de dos variables, 1 y €5, sino sélo de una,
su diferencia: ¢ = 1 — €5, que es la que aparece en las ecuaciones (A.13) y
(A.14).

La funcién de correlacién a un punto, R;(e), da la probabilidad de en-
contrar un autovalor a la energia €. Es decir, es idéntica a la densidad media
de estados, (p(e)), que en los espectros reescalados es igual a 1. Por tanto, la
ecuaciéon (A.15), puede también escribirse como

Ys(e) =1 — Ry(e). (A.16)

La funcién de correlacion a dos puntos refleja la repulsién de niveles. De las
expresiones (A.13) y (A.14) puede deducirse que

e GOE,
R2(6) ~ {52 GUE (Al?)

Por tanto, R2(0) = 0. Es decir, que la probabilidad de encontrar dos auto-
valores con la misma energia es nula, como corresponde a los sistemas con
repulsion de niveles. En cambio, para energias muy grandes Ry se va aproxi-
mando a 1. Es decir, que la probabilidad de encontrar dos autovalores muy
separados es muy grande, ya que cuanto mas separados estén més débiles
seran las correlaciones. En el caso de niveles descorrelacionados la funcién de
correlacién a dos puntos es Ry(e) = 1.

Como se ha senalado al principio de la seccién, algunos de los estadisti-
cos que miden las correlaciones de largo alcance dependen de la funcién de
correlacién a dos puntos. Por ejemplo, la A3(L), que es el utilizado en este
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trabajo y se describe en la seccién 2.3.1, puede escribirse en funcién de Ry ()
asi:

L 1
15  15L%

(A3(L)) = /OL(L —)*(2L* — 9Le — 3e%)Yy(e)de.  (A.18)

A partir de esta ecuacién es facil calcular la expresién dada en 2.3.1 para
la (A3(L)) de los sistemas integrables: si Ry(¢) = 1 entonces Ys(¢) = 0y la
ecuaciéon (A.18) queda

L

(As(L)) = =

(A.19)
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Apéndice B

Densidad de estados del
sistema de /N particulas

En este apéndice se realizan los cdlculos omitidos en la seccion 3.3.

B.1. Calculo de la densidad de estados

En la seccion 3.3.1 se obtuvo la siguiente expresion para la densidad de
estados del sistema de N particulas:

g”‘ Nl Z Z lem “lpz "'6iNipN5(E_ € —€jp — " — eiN);

(B.1)
A continuacién se realiza el calculo explicito de los casos N = 2, 3, 4.

Caso N = 2:

Aplicando (B.1) al caso de dos particulas se obtiene
1
NE) = 20 {Z 0i30;50(E — e; — €5) — Z5ij5ji5(E — € — ej)}
irj i
1
:525(19—@,» e;) 'Zé — 2¢;). (B.2)
Z’]

Cada uno de los dos sumandos puede escribirse en funcién de la densidad de
una particula p(E):
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. ZZ&(E—ei—ej):/

o0

anfS(n—ej)ZfS(E—n—ej)

= /_Oo dn p(n)p(E — n) = p(E) * p(E)

oo

. Z(S(E—2ei) = %Z(S(E/?—ei) = %P(E/2)

Asi, la densidad ¢®(E) queda
1 1
g?(B) = 5 p(E) = p(E) = 1 p(E/2). (B.3)
B.1.1. Caso N =3

Para aplicar (B.1) al caso de tres particulas necesitamos conocer las per-
mutaciones de tres indices (i,7,k) con sus correspondientes signos (—1)%.
Estas se dan en la siguiente tabla:

n]3[3[2[2]2
] +1-1-7-
i k1 j 17k
jlilk]iljlk
Eljlilk|ilj

En la primera fila, la n indica la permutacién natural y los nimeros indican
el numero de indices que intervienen en cada permutacién. Por ejemplo, 2
indica que dos de los indices cambian su posicién respecto de la permutacién
natural mientras que el tercero queda fijo en su posicion; 3 indica que los tres
indices cambian su posicion respecto de la permutacién natural.

Entonces la ecuacién (B.1) quedaria

1
g9D(E) = 2 > (Gudjun + Oiwdjidn; + 0iy05u0ui — 010i0mk — 000

b5,k

1
— 6ii6jk6kj) (5(E —€; — 6]' — ek) = 5 {Zé(E — €; — ej — ek)

b5,k

+2) 0(E—3e)—3> 6(E—e— zej)}. (B.4)
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El primer sumando corresponde a la permutaciéon natural, el segundo corres-
ponde a los dos casos en que se intercambian los tres indices y el tercero a
los tres casos en que se intercambian s6lo dos indices.

Escribiendo cada sumatorio en funcién de la densidad de una particula:

= > (B -ei—ej—ep) / ancS —e /ZdAzé(A—n—ej)

1,5,k
00

Z(SE A—ep) /dnp()/_ dAp(A —n)p(E — A)

oo

= /Oo dX VOO p(n)p(X — n)dn} p(E = A) = p(E) x p(E) * p(E)

o0 o0

ZéE 3e;) = ZéE/?)—ez = (E/3)

-Zé( —e; — 2e;) / dnz5 — 2¢;) Z5E n—e)
—5 [ 2ot ) = §p<E/2> “o(B),

2 )

la densidad ¢©®(E) queda

§O(E) = ~ W)*p@)*p@)—gp<E/2>*p<E>+§p<E/s> . (B5)

B.1.2. Caso N =14

Las permutaciones de cuatro indices (i, j, k,[) con sus signos correspon-
dientes se dan en la tabla siguiente:

nl2]2]212]2[2]3[31313]3
- -T-T-T-T-1T++[+]+[+
i i lililg k| 11ililglg ]k
Glilelilililglilk] k]|
BVl k| k| dlk| G0 ]dl|k]|;j
Dlk| oot ]ilk]g]i]dli
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313 131(122(22(22 4444|414
+ [+ [+ + [+ [+ -1-[-1-1-1-
EyL 1] J k L Vg7l klE|L |1
jglae g | 1 [ E Lk d|l]|1]|k
IV k|| I i gLl |tlg171|¢1
v | g | k| k J vt |kl |g e k|g

De nuevo n indica la permutacién natural y los nimeros indican el nimero
de indices que cambian de posicién respecto de la permutacion natural. 2, 2
indica que los cuatro indices se intercambian por pares.

Entonces, teniendo en cuenta todas las permutaciones, sin necesidad de
escribir explicitamente todos los términos de la ecuacién (B.1), es facil deducir
que ésta da lugar a la siguiente expresion:

1
1) E):z{Z5(E—ei—ej—ek—el)—625(E—ei—ej—2ek)
1,5,k 0,5,k

+8) O(E—e;—3¢;) +3> 6(E — 2¢; — 2¢;) —625(15—4@,»)} (B.6)

Escribiendo cada sumatorio en funcién de la densidad de una particula:

Zé —e—ej—ep—€) /dn/ d)\/ daZéa—ez

1,7,k,l

Z(S —a—e; Z(Sn A —ep) Z(SE n—e)

/ dn / d\ / dap(a) p(A — a)p(n — A)p(E —n)

= p(E) * p(E) * p(E) * p(E)

. 25 ej_zek):/oo dn/oo dAZ&(A—Qek)Zé(n—)\—ei)

Z5E n—e;) / dn/ dAp(A/2)p(n = N p(E — 1)

- §p<E/2> « p(E) * p(E)
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. Z(S(E — 3¢;) / anén 3e;) Z(SE n—e)
-2 / " dnp(n/3)p(E ) = §p<E/3> « p(B)

—00

-Z(S(E—2el 2e;) / an(S — 2¢;) Z(SE n — 2e;)
Y]

1ot Zp(E/2> «p(B/2)

ZéE de;) = Z(SE/AL—e, = (E/4)

la densidad ¢ (E) queda

g W(E) == {p(E) * p(E) * p(E) * p(E) — g p(E/2) * p(E) x p(E)

¥ 2 plE/3) = p(E) + 5 o(B/2) % p(E[2) — 7 p(E/9)| . (BT)

Las fracciones no se han simplificado para poder entender mejor de dénde
proviene cada término y extender asi la férmula al caso de N particulas.

El primer sumando corresponde a la permutacién natural. El segundo
corresponde a las seis permutaciones en las que se intercambian sélo dos
indices: el numero de permutaciones (6) aparece en el numerador del coefi-
ciente y el niimero de indices intercambiados (2) aparece en el denominador
del coeficiente y en el denominador del argumento de una de las densidades
p, debido a las propiedades de la 6 de Dirac, segiin se puede ver en los de-
sarrollos de los sumandos en términos de la densidad de una particula. El
signo (-) corresponde al signo de la permutacién (—1)". Los demds suman-
dos pueden explicarse de la misma manera teniendo en cuenta la tabla de las
permutaciones.

Por tanto, para poder escribir la densidad del sistema de N particulas sélo
necesitamos clasificar las permutaciones de N indices como lo hemos hecho
para los casos de 2, 3 y 4 particulas. Es decir, para una permutaciéon P dada
definimos la secuencia (cp,, Cp,, .. .,¢p,.), que corresponde a los nimeros de
indices intercambiados en la permutacién (Y., ¢,, = N). Por ejemplo, para
el segundo sumando de (B.7) que hemos explicado serfa r =3 : ¢,, = 2,¢,, =
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. 3 . , . . .
Ly, =1, ¢, =4.Y el término a que dan lugar las seis permutaciones
que comparten esta secuencia (¢p,, Cp,, Cps) €8

ZH — o PB/en) * plB/cy) - % (B )

= (1)t =t
- Hi:lckz

_ _g o(E/2) * p(E) # p(E), (B.8)

p(E/ck,) * p(E/ck,) - x p(E/cy,)

donde a; = 6 es el nimero de permutaciones que comparten la secuencia
(Ckys Chyy - - -, Cr, ). Entonces la densidad del sistema de N particulas puede
escribirse como

g"(E) = Z(—l)t’“l—lfikcﬂ(E/Ckl) « p(Efcry) - % p(Efcy,),  (B.9)

K i=1 ki

donde el sumatorio no se extiende a todas las permutaciones sino a las clases
de permutaciones con la misma secuencia (¢, , Ck,, .- ., Cx, ). Por ello hemos
introducido el nuevo subindice k, para distinguir el caso en que nos referimos
a todas las permutaciones (subindice p) del caso en que nos referimos a clases
de permutaciones.

B.2. Parte suave de la densidad de estados

B.2.1. Caso N =2

La expresiéon de la parte suave de la densidad de estados de dos particulas
es la siguiente:

§B(E) = 3 pET+ B) — (B2 = 5 [ dnplolE =) - 1 7(E/2

:%/0 dnm_i, (B.10)

donde en la tltima igualdad se ha utilizado la expresién (3.32) para la den-
sidad de estados de una particula.

110



B.2 Parte suave de la densidad de estados 111

Para calcular la integral que aparece en (B.10) es necesario tener en cuenta
la relacién

p(Ev)p(E2) = 0(Er — Ez)Ri(Ev) + Ry (Ey, Es)
= 6(E1 - EZ)RI (El) + Rl(El)Rl(EQ) - }/Z(Ela EZ) (Bll)
entre el promedio del producto p(E;)p(F2) y las funciones de correlacion a
uno y dos puntos definidas en el apéndice A, donde se explica también que la
funcion de correlacion a un punto coincide con la densidad media de estados,

que en este caso es igual a 1, segin (3.32).
Entonces la parte suave de ¢(®(E) queda

9O(E) :% UOEdM(?n—EH/OEdn —/OEdnYz(n,E—n)] —i

1 1 1

=3E-7+5 UOEdn(S(Qn—E)—/OEdnYz(n,E—n)], (B.12)

La primera de las integrales resulta

/OEdn6(2n—E):%/0Edn6<n—§>:% (B.13)

La segunda depende de la colectividad utilizada, ya que aparece la funcion Y5,
que da cuenta de las correlaciones y depende por tanto del tipo de espectro.
A continuacién calcularemos esta integral para cada uno de los tres tipos de
espectro utilizados: GUE, GOE y Poisson.

Espectro GUE

La expresién de Y3 para el GUE es la siguiente (apéndice A):

Yao(Er, By) = Y(E) = (%) , (B.14)

donde £ = E1 — EQ.
La integral que queremos calcular es entonces

/OE dnYs(n, B —n) = /OE dn (Ser;[gE_;%n)]y, (B.15)
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que, con el cambio de variable § = E — 27, resulta

o (552) = [ o (57)

1 1—cos(2nE) —2nEsi(2nE)
=— — B.16
2 2m2E ’ ( )
donde st es la funcion seno integral y tiene la siguiente expresion
() = — / Se;’fdg (B.17)
0

Por tanto, sustituyendo las integrales calculadas en la ecuacién (B.12) la
parte suave de la densidad de dos particulas queda para el caso del GUE
— E 1 1-cos(2rE)—27E s1(27rE)
A(F)==—= B.18

Espectro GOE

La expresion de Y, para el GOE es (apéndice A)

sent B\ 2 . cosTE senmFE
( — > —51(7rE)< — (7TE)2>' (B.19)

Y3(E)

E
La integral / dnYz(n, E —n) es entonces
0

/OE dnYs(n, E —n) = /OE dn [(Sen[zr(E > 277)]>2

w(E — 2n)

, cos[r(E —2n)]  sen[r(E — 2n) )]
— si(m(E —2n < (B.20)
e =) (S
que, con el mismo cambio de variable utilizado en el caso del GUE (0 = E — 27),
queda

/OEdm(n,E—n)z/oEdmw)=/0Ed0 [(MY

70
— si(r0) <C°*jr(g9) - S‘Eﬁrgf)ﬂ . (B.21)
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De la expresién (B.17) se deduce que

dsi(rf) _ sen(m0) '

= (B.22)

Por tanto, la integral puede escribirse

/OE 49 Y5(0) = / “ { <#> -5 %[Si(w)]} B

La primera parte de esta integral ya fue calculada (ecuacién (B.16)), con el
resultado

/OE 0 (W)Q 1 1-cos(2nE) —27E si(27rE)‘ (B.24)

2 2m2E

La segunda puede calcularse por partes y resulta

[ o (S siron) = [252 oo OE—% [ <%[si(7r9)]>2
_ [@ﬂ]_ /Ed9<sen<we>>2

T w0 0 w0
_si(rE)sen(rE) 1 /E sen(mh) >
= -y 5 o { — (B.25)

Entonces la integral completa es

/OE 40 Y>(0) = Q/OE a0 (Ser;(gg)y - % - Si(”EE‘;(”E). (B.26)

E introduciendo (B.24) aqui la expresién explicita es la siguiente:

E ) )

1 cos(2nE)+ 2nEsi(2rFE) — si(rE)sen(nFE) — 1
/dan(n,E—n):§+ (2nE) (szE (E)sen(nE) ~1
0

(B.27)
Por tanto, la parte suave de la densidad de dos particulas para el GOE es

JO(E) = E 1 +si(mE)sen(nFE) — cos(2nE) — 2n Esi(2n E)

1
2 4 + mE

. (B.28)
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Espectro Poisson

En este caso la funcién Y3(F) es nula (apéndice A). Por tanto, la integral
que estamos calculando es también nula y la densidad de estados de dos
particulas queda

gd(E) = g - =—. (B.29)

1
4
B.2.2. Caso N =3

La parte suave de la densidad de estados de tres particulas tiene la si-
guiente expresion:

gO(B) = [(E>*p(E>*p<E> - PETD) = () + - P(E/3)

U dA/ dnp(m o — mp(E — )

=3 [ ot - n>+§p<E/3>] (B.30)

@)

2

Si consideramos una primera aproximacién en que la parte suave viene dada
sélo por la parte proveniente de la parte suave de p(E) tenemos

-2 U dA/ dnp(m)p(A — )p(E - )

S / P20 — ) + SP(E/)| . (B31)

2 Jo
que puede integrarse ficilmente teniendo en cuenta que p(F) =1 y resulta
— 1 [EQ 3 2]

— = B.32
2 2 3 (B:32)

A continuacién consideramos el calculo completo de la ecuacion (B.30).

Para calcular la primera integral I, = / d)\/ dnp(n)p(A —n)p(E — N)

necesitamos utilizar la siguiente expresion:

p(E)p(E2)p(E3) = R3(Ev, Es, E3) + 6(Er — E3) Ra(Es, Es)
4 8(Ey — E3)Ry(Er, Fs) + 6(E — Ey)Ry(Ey, Ey)
+6(Ey — Ey)d(E, — E3)Ri(E3), (B.33)
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donde Rj3 es la funcién de correlacion a tres puntos, que puede escribirse en
términos de la funcién de agrupamiento Yi:

R3(E\, Ey, E3) = Y3(Ey, Ey, E3) + Ry (E1)Ra2(Es, E3) + Ry (E2)Ry(E, Es)
+ R (E3)Ry(E1, Ey) — 2R (E1) Ry (E>) R (E3). (B.34)

Entonces la expresién (B.33) puede escribirse como

p(EV)p(E2)p(E3) = Ri(Ev) R (E2) R (E3) + &(Eh, B, Es), (B.35)

donde la funcién &5 viene dada por

gg(El, EQ, Eg) — YE’,(EI, EQ, Eg) + [(5(E1 - EQ) + R1(E1)]R2(E2, E3)
+ [0(Ey — E3) + Ri(E3)|Ry(En, Ep) + [0(E2 — Ej) + Ri(Ey)]Ra(Ey, Es)
+ §(E1 — Ey)0(Ey — E3)Ry(E3) — 3R (E1)Ry(E2) Ry (E3). (B.36)

E
Para calcular la segunda integral I, = / dnp(n/2)p(E — n) debemos hacer
0

uso de la expresién
p(Ev)p(Ea) = 6(Ey — Ey)Ri(E1) + Ro(Eh, Ey)
= (S(El - EZ)RI(EI) —|— Rl (EI)RI(EZ) - 1/2(E1, EQ), (B37)

que ya fue utilizada en el caso de dos particulas. Puede escribirse también
como

p(E1)p(Ez) = Ri(Ey)Ri(E2) + &(En, By), (B.38)

donde la funcion &, seria entonces
62(E17 EZ) — —S/Q(EI, EZ) —|— (S(El - EZ)RI (El) (B39)

Introduciendo B.35 y B.38 en B.30 y teniendo en cuenta que R (E) = p(E) =
1 se llega a

— 1 [E?
gI(B) = 5; 7——E+ +/ dA/ dn&3(n, A =, E =)

-3 [Cwet2 ). B

La parte de las integrales depende del tipo de espectro. Vemos a continuacién
los casos de GUE y Poisson.
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Espectro GUE

Para encontrar cotas a las expresiones de & y &3 vamos a acotar primero
las funciones que aparecen en ellas. Para el caso del GUE éstas son

sen|m(By — B)]\
Y5(Ey, Es) = <Y; <1 B.41
2(E1, Es) ( (s — By) =0 2 ( )
RQ(El,EQ) =1- YVQ(El,EQ) =0< R <1 (B42)
SGH(|E1 — E2|) sen(|E2 — E3|) SGH(|E3 — E1|)
Yy(Ey, By, Es) = 2
(B, B2y Bs) By — B | Ez — B |E5 — B
= 0<Y; <2 (B.43)
Entonces, segin (B.36) y (B.39), & y & quedan acotadas asi:
0(Er — By) — < O(EL — By) (B.44)
0(Ey — E3)0(Ey — Es) — S O(EL — By) + 6(Ey — Es)
+6(E2 Eg) + 6(E1 E5)6(Ey — E3) + 2 (B.45)

)
Volviendo a las integrales de la expresién (B.40) éstas quedarian acotadas

E A E A
/0 dA/O dn[é(2n—x>6(2A—n—E>—3]</0 dA/O dnés(m, A —n, E - \)

g/EdA/Adn[2+5(2n—)\)+5()\+77—E)+6(2)\—n—E)
+5(2n —N)6(2A —n— E)], (B.46)

/0 dnd(n/2 - B) —1] < / dn&(1/2, F — 1) < / dno(n/2 — E).

(B.47)
Calculando las integrales se obtiene

1 3, B A , 3. 1
TS | dng - E-N<E+E+:,  (BAS)

3 2 0 0 2 3

E
~E< [ dn&aln/2E ) <0, (B.49)
0

Es decir, que la contribucién de estas integrales a la densidad de estados
estd acotada entre polinomios que son a lo sumo de grado 2.
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Espectro Poisson

En este caso las funciones que aparecen en las expresiones de & y &3 son

1/2(E17 EQ) — 0, (B50)
RQ(EI, EQ) = 1 - 1/2(E17E2) - 1, (B51)
}/3(E1, EQ, E3) =0. (B52)

Entonces es facil calcular las integrales que aparecen en (B.40):

E A FE A
[ [ angma—nE-n= ["ax [Cdy 53+ s+ a- )
0 0 0 0
3 1

+0(2A=n—E) + 320 = N2\ —n— B)] = SE + 3, (B.53)

B E
| etz —n) = [ ansa2- £) =0, (B.54)
0 0
La expresion (B.40) queda

—= 1 [Ez 3 2 3 1] 1 [EQ } (B.55)

3 _ = _ = -
gNE) =5 |5 — B tgt3Etg| =55 T

B.2.3. Caso N =14

La expresién para la parte suave de la densidad de estados de cuatro
particulas es la siguiente:

PR [p 0B+ p(E) — & o(B]2) % p(E) = (E)
2 p(E/3) * p(E) + i p(E/2) x p(E/2) — gp(E/‘l)}

= % UO dn/o dA/O dap(a)p(A — a)p(n — N\)p(E —n)

/0 dn /077 dAp(A/2)p(n — N)p(E —n) + 2 /0 dnp(n/3)p(E — n)
+2 [ e =72 - Sty (B

| O
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En primera aproximacién se obtiene

g =1 [ [ i ["ar [ daptarpn— aypn - wae -

- g /0 di /077 dAp(A/2)p(n — N)p(E —n) + g /0 dnp(n/3)p(E — n)

+5 [ a2 -y - SaEr)] = 4 5 -3 pE -

(B.57)

Para realizar el clculo completo de la ecuacién (B.56) necesitamos hacer uso
nuevamente de las expresiones (B.35) y (B.38), asi como de la siguiente:

p(E1)p(E2)p(E3)p(Ey) = Ri(E1) Ry (Ey) Ry (Es) Ry (Ey) + &4(Ey, B, E3(, E4);)
B.58

donde la funcién &, viene dada por

54(E17 E27E37 E4) = R4(E17 E27 E37E4) - RI(EI)RI(EQ)RI(E3)R1(E4)

+ 0(E1 — Ey)R3(Esy, Es, Ey) + 0(Fy — E3)R3(Ey, Es, Ey)
+ 0(E1 — E4)R3(Ey, Es, Ey) + 0(Fy — E3)R3(Ey, Es, Ey)
+ §(FEy — E4)R3(E,, Ey, E3) + 0(E3 — Ey)R3 (El, E», E3)
+ 6(Ey — E3)0(Es E3)R2(E1, Ey) +0(Ey — E3)6(Ey — Ey) Ry (Ey, Es)
+ §(E1 — E3)0(E3 — E4)Ry(Eq, E) + 5( — E3)0(Es — E4)Ry(E, Es)
+ (B — E2)0(E2 — E3)0(Es — Ey)Ri(Ev). (B.59)

Introduciendo las tres expresiones en (B.56) se obtiene:

g<4>(E):%{/O dn/ondA/O dov [Ry (0)Ry(\ — a) Ry (1 — ARy (E — 1)
+ &ala, N —a,m— A\ E —n)

Sy [T RO R = NRE — 1)+ €020 — A B — )]
2 0 0
3 | iR /3B = 1) + alaf3. B =)

+2 / A R (/D RA(E = )/2) + &0/2, (B~ n)/2)] ~ § Ra(E /4)} |
(B.60)
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Teniendo en cuenta que R;(E) = p(F) = 1 y comparando con la ecuacién
(B.57) vemos que la parte proveniente de la parte fluctuante de p(E) son las
contribuciones de las funciones &, &3y &;.

Consideramos de nuevo los casos GUE y Poisson. Todas las funciones que
aparecen en la expresién (B.60) son conocidas excepto Ry:

Ry(E\, Ey, E3,Ey) =1,  Poisson (B.61)
Ry(Ey, By, Es, By) = 1 — 2(512503534541 + 513534542521 + 514542523531)

+ 2(512523531 + 512524541 + 513534541 + 523534542)

= (sty + 13 + 14 + 555 + 554 + 534)

+ (519854 + 573554 + 514533),  GUE, (B.62)
donde s;; viene dada por

B sen(|E; — Ej|)

L= B.
5ij B, — Ej| (B.63)

En el caso de Poisson es claro que la densidad ¢(*(E) sigue siendo un po-
linomio, al igual que en los casos anteriores, de grado 3 en este caso. En el
caso del GUE, las integrales de & y &3 estarian acotadas entre polinomios a
lo sumo de grado 2, como ya hemos visto, y la de & es facil deducir a partir
de las expresiones (B.59) y (B.62) que queda acotada entre polinomios a lo
sumo de grado 3.
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