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Resumen

En este trabajo se utiliza un formalismo basado en la aproximación de
fases aleatorias para cuasipartículas (QRPA) con el �n de describir simultá-
neamente la distribución de intensidad Gamow-Teller (GT) tanto en el núcleo
padre como en el núcleo hijo, así como los elementos de matriz M2ν

GT de la
desintegración doble beta con emisión de neutrinos. Los cálculos se llevarán
a cabo sobre una serie de emisores doble beta con A=48, 76, 82, 96, 100, 116,
128, 130, 136 y 150, usando un campo medio de Hartree-Fock autoconsisten-
te con fuerzas de Skyrme, correlaciones de pairing en aproximación BCS y
fuerzas residuales partícula-hueco (ph) y partícula-partícula (pp) tratadas en
QRPA. Nuestros resultados se compararán con los experimentales obtenidos
a partir de reacciones de intercambio de carga de alta y baja resolución ener-
gética. Se discutirá además la dependencia de la distribución de intensidad
GT y los elementos de matrizM2ν

GT con el tipo de fuerza de Skyrme utilizado,
con la deformación de los núcleos padre e hijo y con las interacción residuales
ph y pp.

Palabras clave

Desintegración beta, desintegración doble beta, estructura nuclear, de-
formación nuclear, campo medio HF+QRPA deformado, intensidad Gamow-
Teller, elementos de matriz doble beta.
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Abstract

In this work we use a deformed quasiparticle random phase approxima-
tion (QRPA) formalism to describe simultaneously the energy distribution
of the Gamow-Teller (GT) strength in both double beta decay partners and
the two-neutrino double beta decay matrix elements M2ν

GT . Calculations are
performed in a series of double beta decay partners with A=48, 76, 82, 96,
100, 116, 128, 130, 136 and 150, using a deformed Hartree-Fock mean �eld
with Skyrme forces, pairing correlations in BCS approximation and residual
interaction in both particle-hole (ph) and particle-particle (pp) channel trea-
ted in QRPA. Our results are compared with experimental ones extracted
from low and high energy resolution charge-exchange reactions. We also dis-
cuss the sensitivity of the GT strength distribution and the matrix elements
M2ν

GT to the Skyrme force, to the deformation of parent and daughter nuclei
and to the residual interactions ph and pp.

Key words

Beta decay, double beta decay, nuclear structure, nuclear deformation,
deformed mean �eld HF+QRPA, Gamow-Teller strength, double-beta matrix
elements.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Motivación

Los núcleos, al igual que todo sistema físico, tienden a estabilizarse mi-
nimizando su energía. Para núcleos con un número de nucleones A dado, la
distribución óptima de neutrones y protones se consigue mediante desinte-
graciones radiactivas beta, que transforman unos en otros hasta que alcanzan
un estado de equilibrio en el que no exista ningún proceso que deje al núcleo
en una situación más favorable energéticamente.

Una de las propiedades nucleares más interesante es la respuesta nuclear
frente a la excitación de espín-isospín (στ), o lo que es lo mismo, la llamada
excitación de Gamow-Teller (GT). Se trata de una pieza esencial de informa-
ción sobre aspectos clave relacionados no solo con la Física Nuclear [FRG11],
sino también con la Astrofísica [LM03] y la Física de Partículas [SC98]. En
el caso de núcleos inestables esta información se extrae de la desintegración
β, en la que existe una importante restricción debido a la limitación del valor
Q de la reacción. En el caso de núcleos estables o cercanos a la estabilidad,
la intensidad GT se obtiene a partir de reacciones de intercambio de carga
(CE) de tipo (p,n) o (n,p) a energías intermedias y ángulos hacia delante sin
ninguna de las limitaciones energéticas que caracterizan la desintegración β
[Ost92], pero limitado hoy en día a la utilización de blancos estables. Bajo
estas condiciones se establece una relación fenomenológica entre la sección
e�caz y los elementos de matriz GT. En los últimos años además ha crecido
el número de experimentos de CE que usan la reacción (3He,t) o (t,3He),
que proporcionan una mejor resolución de la intensidad GT a bajas energías
[Zeg06].
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En particular, las distribuciones de intensidad GT en emisores doble-β
(ββ) determinan en gran medida los elementos de la matriz nuclear para
estos procesos. La desintegración ββ consiste en una interacción débil de se-
gundo orden que tiene lugar cuando la transición al núcleo intermedio está
prohibida o altamente retardada. Usualmente se consideran dos modos de de-
sintegración mediante la emisión de dos neutrinos y dos electrones (2νββ) o
sin emisión de neutrinos (0νββ). Mientras que el primer tipo es perfectamen-
te compatible con el modelo estándar, el segundo viola el número leptónico
e implica la existencia de un neutrino masivo de Majorana, lo que signi�ca
que es igual a su antipartícula.

Los valores de las vidas medias de los procesos de desintegración 0ν se
espera que sean varios órdenes de magnitud mayores que los del modo 2ν, con
lo que su detección sería una gran proeza experimental. Si la medida fuera lo
su�cientemente precisa, sería posible extraer la masa absoluta del neutrino
de Majorana a partir de la vida media, siempre y cuando la dependencia con
la estructura nuclear esté su�cientemente bien descrita.

Desde el punto de vista teórico, una de las principales fuentes de incer-
tidumbre consiste en la evaluación de los elementos de matriz nucleares, ya
que tienen que ser calculados de manera que se obtengan estimaciones �ables
para los límites de las vidas medias de la desintegración ββ. Puesto que la
teoría para tratar tanto el caso 0ν como el 2ν es similar en muchos aspectos,
el procedimiento usual es examinar primero la estructura del último modo
con el �n de reproducir la información experimental disponible en las vidas
medias de las 2νββ.

Siendo un proceso de segundo orden, los elementos de matriz 2νββ impli-
can un sumatorio sobre todo un conjunto de estados virtuales 1+ en el núcleo
intermedio impar-impar. Existen diferentes modelos microscópicos para eva-
luar estos elementos de matriz, entre ellos, el modelo de capas y la aproxima-
ción de fases aleatorias para cuasipartículas (QRPA) [SC98]. La aproximación
del modelo de capas tiene en cuenta todas las posibles correlaciones restrin-
gidas a un espacio de valencia, con lo que describe los estados excitados de
baja energía, pero es complicado describir de esta manera los estados de alta
energía, y en especial la región de la resonancia de GT para núcleos pesados
e intermedios, entre los que se encuentran la mayoría de los emisores doble
beta. Por otro lado, los cálculos de QRPA no tienen estas restricciones, pero
podrían perderse importantes correlaciones del estado fundamental. Aún así,
es una de las aproximaciones más �ables y usadas para calcular las funciones
de onda correlacionadas involucradas en los procesos β y doble-β mediante
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la introducción de una interacción residual partícula-partícula (pp) además
del canal habitual partícula-agujero (ph) ([HS67], [MR90]).

1.2. Objetivos

En este trabajo usaremos un formalismo ([SMEC98], [SME01]) basado
en la aproximación QRPA con una base de cuasipartícula autoconsistente
obtenida a partir de un cálculo deformado de Hartree-Fock (HF) con interac-
ciones de Skyrme (modelado de la fuerza efectiva entre nucleones mediante
una interacción de rango cero) y correlaciones de apareamiento BCS. Ade-
más se incluirán interacciones residuales espín-isospín en los canales pp y ph.
Con este formalismo calcularemos las distribuciones de intensidad GT de las
ramas de la desintegración β de los siguientes procesos:

48Ca → 48Ti 76Ge → 76Se
82Se → 82Kr 96Zr → 96Mo
100Mo → 100Ru 116Cd → 116Sn
128Te → 128Xe 130Te → 130Xe
136Xe → 136Ba 150Nd → 150Sm

Para estos diez pares de núcleos se conoce además la vida media del
proceso de doble desintegración beta 2ν. Como ejemplo, se estudiarán los
elementos de matriz 2νββ de los núcleos 116Cd → 116Sn y 150Nd → 150Sm.
Así mismo se analizará cuáles son los efectos de la deformación de los núcleos
padre e hijo y de las interacciones residuales en dichos elementos de matriz.

1.3. Organización

Este trabajo está organizado del siguiente modo. En el capítulo 2 rea-
lizamos una descripción del formalismo teórico, presentando el método de
Hartree-Fock, desde su forma más general hasta la que nosotros usamos,
esto es, un modelo de campo medio Hartree-Fock deformado con interac-
ciones efectivas de tipo Skyrme. Además introducimos las correlaciones de
apareamiento a través de la aproximación BCS y las interacciones residuales
partícula-partícula y partícula-hueco tratadas en aproximación QRPA. En el
capítulo 3 se realiza un estudio de los conceptos de la desintegración beta,
como son las distribuciones de intensidad Gamow-Teller, con especial interés
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en la doble desintegración beta con emisión de dos neutrinos. Los resultados
teóricos y su comparación con los experimentales se muestran en el capítulo
4. Finalmente en el capítulo 5 se resumen las conclusiones más importantes
de este trabajo.



Capítulo 2

Formalismo teórico

2.1. Introducción

Muchas de las propiedades nucleares se describen asumiendo que los nu-
cleones en el núcleo son partículas independientes que se mueven en órbitas
casi imperturbables de partícula independiente. Este supuesto viene respal-
dado por el principio de incertidumbre y el de exclusión de Pauli, debido
a los cuales se considera que el núcleo no es un sistema muy denso. Así se
prevé que este movimiento de partículas independientes es gobernado por un
potencial promedio creado por todos los nucleones del núcleo.

Para explicar estas propiedades se han propuesto diferentes modelos feno-
menológicos, tales como el modelo de la gota líquida o el modelo de capas, de
manera que ajustando unos pocos parámetros somos capaces de reproducir
gran cantidad de datos experimentales. El éxito de estos modelos fenomeno-
lógicos nos impulsa a ir un pasa más allá e investigar el problema de muchos
cuerpos desde un punto de vista más microscópico.

2.2. Método de Hartree-Fock

2.2.1. Función de onda nuclear

El método de Hartree-Fock ([Har28], [Foc30]) permite derivar un poten-
cial de partícula independiente a partir de la interacción a dos cuerpos, como
puede verse en la (2.1) por medio de un principio variacional usando deter-
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minantes de Slater como funciones de onda prueba:

V (1...A) =
A∑

i<j=1

V (i, j) ≈
A∑
i=1

U(i) (2.1)

Para ello, comenzamos asumiendo que existe un potencial promedio mo-
noparticular:

HHF =
A∑
i=1

h(i) (2.2)

cuya autofunción con el autovalor más bajo EHF
0 es una aproximación a la

función del estado fundamental. Esta autofunción Φ(1...A) es un determi-
nante de Slater:

|HF 〉 = |Φ(1...A)〉 =
A∏
i=1

a+
i |−〉 (2.3)

donde A representa el número de nucleones y ak+, ak son los operadores fer-
miónicos correspondientes a las funciones de onda de partícula independiente
ϕk, las cuales son a su vez autofunciones del hamiltoniano de partícula inde-
pendiente h, esto es:

h(i)ϕk(i) = εkϕk(i), i = {ri, si, ti}. (2.4)

Las funciones ϕk proporcionan una base ortogonal para la representación
de la ocupación de los niveles dentro del formalismo de la segunda cuanti-
zación. Cada nivel k se corresponde con un par de operadores de creación y
destrucción a+

k , ak que crean o destruyen las partículas con función de onda
ϕk. Puesto que los nucleones son fermiones, cada nivel estará ocupado sólo
una vez y los operadores a+

k , ak obedecen las relaciones de conmutación de
Fermi. En adelante, caracterizaremos los niveles ocupados en |HF 〉 por las
letras i, j (estados agujero) y los niveles vacíos porm,n (estados de partícula).

Muy a menudo se trabaja en un espacio de con�guración basado en un
conjunto ortogonal y arbitrario de funciones de onda de partícula indepen-
diente {χl}. Si para cada función χl de�nimos los correspondientes operadores
de creación y destrucción c+

l , cl, podemos expresar los operadores a+
k por los

operadores c+
l :

a+
k =

∑
l

Dlkc
+
l (2.5)
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donde D debe ser unitaria:

D+D = DD+ = 1 (2.6)

Con lo que los operadores c+
l , cl también satisfacen las leyes de conmuta-

ción fermiónicas.

Sin embargo no existe correspondencia uno a uno entre un determinante
de Slater Φ de la forma (2.2) y un conjunto de estados de partícula única ϕk.
Cualquier transformación unitaria que no mezcle estados partícula agujero,
deja Φ inmutable.

Para evitar esto es conveniente representar un determinante de Slater |Φ〉
por su matriz de densidad de partícula independiente:

ρll′ = 〈Φ|c+
l′ cl|Φ〉 (2.7)

A partir de las ecuaciones (2.5) y (2.6), se llega a

ρll′ =
∑
kk′

Dl′k′D
∗
lk′〈Φ|a+

k′ak|Φ〉 =
A∑
i=1

DliD
∗
l′i (2.8)

ya que ρ es diagonal y hermítica en la base a+
k , ak, siendo los autovalores

o niveles de ocupación 1 para i 6 A (agujeros) y 0 para i > A (partícu-
las), cumpliéndose para las densidades de partícula independiente ρ de los
determinantes de Slater que:

ρ2 = ρ (2.9)

La traza de ρ es igual al número de partículas Trρ = A.

2.2.2. Energía de Hartree-Fock

Mediante el método variacional podremos determinar el operador de par-
tícula independiente HHF. Para ello necesitamos primero expresar la energía
como un funcional de la densidad, siendo la energía de HF

EHF = 〈Φ|H|Φ〉 (2.10)

y el hamiltoniano de muchos cuerpos H

H =
∑
l1l2

tl1l2c
+
l1
cl2 +

1

4

∑
l1l2l3l4

v̄l1l2l3l4c
+
l1
c+
l2
cl4cl3 (2.11)
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donde

v̄l1l2l3l4 = vl1l2l3l4 − vl1l2l4l3 (2.12)

Gracias al teorema de Wick, podemos llegar �nalmente a

EHF[ρ] =
∑
l1l2

tl1l2〈Φ|c+
l1
cl2|Φ〉+

1

4

∑
l1l2l3l4

v̄l1l2l3l4〈Φ|c+
l1
c+
l2
cl4cl3|Φ〉

=
∑
l1l2

tl1l2ρl2l1 +
1

2

∑
l1l2l3l4

ρl3l1 v̄l1l2l3l4ρl4l2

= Tr(tρ) +
1

2
TrlTrl(ρv̄ρ) (2.13)

2.2.3. Principio variacional

Para determinar la base de HF, necesitamos minimizar la energía dada
por la ecuación (2.13) para todos los productos de funciones de onda |Φ〉 o
para todas las densidades ρ que cumplan ρ = ρ2. Para pequeñas variaciones
se cumple:

(ρ+ δρ)2 = ρ+ δρ (2.14)

Con lo que la variación de la energía viene dada por

δE = E[ρ+ δρ]− E[ρ] =
∑
kk′

hkk′δρk′k =
∑
mi

hmiδρim + c.c. (2.15)

donde se ha considerado unicamente variaciones δρmi y δρim de los elementos
de matriz ph y hp para asegurarmnos que a pesar de la variación pertenece-
mos dentro del conjunto de determinantes de Slater.

La matriz hermítica h se de�ne

hkk′ =
∂EHF[ρ]

∂ρk′k
(2.16)

A partir de la ecuación (2.13) se obtiene

h = t+ Γ (2.17)

con

Γkk′ =
∑
ll′

v̄kl′k′lρll′ (2.18)
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Dado que podemos variar δρmi arbitrariamente, a partir de la ecuación
(2.15) vemos que para que δE = 0 los elementos de matriz ph de h deben ser
nulos

hmi = tmi +
A∑
j=1

v̄mjij = 0 (for i 6 A,m > A) (2.19)

Así llegamos a la conclusión de que la matriz h no mezcla estados de
partícula y hueco , o equivalentemente

[h, ρ] = [t+ Γ[ρ], ρ] = 0 (2.20)

Desafortunadamente esta ecuación es no lineal y por tanto difícil de re-
solver. No obstante, puesto que la base en la que ρ es diagonal se determina
a partir de transformaciones unitarias entre niveles ocupados y vacíos, pode-
mos usar esta libertad para conseguir que h sea diagonal. Esto de�ne la base
de Hartree-Fock y convierte (2.20) en un problema de autovalores.

hkk′ = tkk′ +
A∑
i=1

v̄kik′i = εkδkk′ (2.21)

Considerando que la base viene dada por la transformación D (2.6), se
obtienen �nalmente las ecuaciones de Hartree-Fock

∑
l′

hll′Dl′k =
∑
l′

(
tll′ +

A∑
i=1

∑
pp′

v̄lp′l′pDpiD
∗
p′i

)
D′lk = εkDlk (2.22)

que representa un problema de autovalores hermítico. Sigue siendo no linear
porque la matriz h depende de la densidad ρ o lo que es lo mismo, de la
solución del problema. Los coe�cientes Dlk que se encuentren por medio de
la resolución de estas ecuaciones determinarán las funciones de onda de par-
tícula independiente asociadas a los operadores a+

k (2.5).

De este modo podemos expresar el hamiltoniano de partícula indepen-
diente como:

HHF =
∑
kk′

hkk′a
+
k ak′ =

∑
kk′

(t+ Γ)kk′a
+
k ak′

=
∑
kk′

(
tkk′ +

A∑
j=1

v̄kjk′j

)
ak

+ak′ =
∑
k

εka
+
k ak (2.23)
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El hamiltoniano de partícula independiente h contiene, además de la ener-
gía cinética t, un campo autoconsistente Γ que depende de la densidad del
núcleo. Es un campo a un cuerpo que se promedia sobre todas las interaccio-
nes a dos cuerpos. A partir de la ecuación anterior y la (2.21), podemos dar
el valor esperado de la energía de la función de onda |HF 〉

EHF
0 =

A∑
i=1

εi −
1

2

A∑
ij=1

v̄ijij (2.24)

2.3. Cálculos de Hartree-Fock con fuerzas de

Skyrme

Existen un gran número de aplicaciones del método de Hartree-Fock que
utilizan diferentes fuerzas. La mayoría de ellas, en particular las que no usan
fuerzas dependientes de la densidad, no son capaces de reproducir las ener-
gías de ligadura, los radios o el espectro de partícula independiente de núcleos
ligeros y pesados [BB67], [PS68]. Por su parte, las fuerzas que dependen de
la densidad proporcionan una descripción adecuada de estas propiedades.
Entre estas fuerzas se encuentran la interacción δ modi�cada de Moszkowski
[Mo70], la interacción de Gogny, de rango �nito capaz de describir las co-
rrelaciones de pairing del núcleo [Go75], o la interacción de Skyrme [Sk56],
[Sk59], objeto de nuestro estudio.

La estructura sencilla de la fuerza de Skyrme permite expresar la densi-
dad hamiltoniana de un sistema descrito por determinantes de Slater como
una función algebraica de las densidades de energía cinética y nuclear.

En 1956 Skyrme propuso una interacción efectiva que podía ser descrita
por

V =
∑
i<j

v
(2)
ij +

∑
i<j<k

v
(3)
ijk (2.25)

con un término a dos cuerpos vij y otro a tres cuerpos vijk. Para simpli�car los
cálculos, Skyrme propuso un desarrollo de corto alcance para la interacción
a dos cuerpos. Los elementos de matriz en el espacio de momentos son

〈~k|v12|~k′〉 = t0(1+x0Pσ)+
1

2
t1(k2 +k′2)+t2~k ·~k′+ iW0(~σ1 +~σ2) ·~k×~k′ (2.26)
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donde ~k y ~k′ son los vectores de onda relativos de dos nucleones, Pσ es un ope-
rador de intercambio de espín y σ son las matrices de Pauli. Si reescribimos
esta expresión en el espacio de con�guraciones se llega a

v12 = t0(1 + x0Pσ)δ(~r1 + ~r2) +
1

2
t1[δ(~r1 + ~r2)k2 + k′2δ(~r1 + ~r2)]

+t2~k
′δ(~r1 + ~r2)~k + iW0(~σ1 + ~σ2) · ~k′δ(~r1 + ~r2)× ~k (2.27)

siendo ahora ~k el operador (~∇1 + ~∇2)/2i actuando por la derecha y ~k′ el
operador −(~∇1 + ~∇2)/2i actuando por la izquierda.

Para la interacción a tres cuerpos Skyrme postuló una fuerza de rango
cero

v123 = t3δ(~r1 − ~r2)δ(~r2 − ~r3) (2.28)

En cálculos de HF para núcleos par-par saturados en espín [VB72] se ha
demostrado que este término es equivalente a una interacción a dos cuerpos
dependiente de la densidad

v12 =
1

6
t3(1 + Pσ)δ(~r1 − ~r2)ρ

(
~r1 + ~r2

2

)
(2.29)

Este término proporciona una representación fenomenológica de los efec-
tos de muchos cuerpos y describe el modo en el cual la interacción entre dos
nucleones viene in�uida por la presencia de otros.

Para determinar las diferentes constantes de las ecuaciones anteriores,
t0, t1, t2, t3, x0 y W0 se hace uso de la densidad de energía para la interacción
de Skyrme, derivada en los apéndices A y B de [VB72]:

H(~r) =
~2

2m
τ(~r) +

1

2
t0

[(
1 +

1

2
x0

)
ρ2 −

(
x0 +

1

2

)
(ρ2
n + ρ2

p)

]
+

1

4
(t1 + t2)ρτ

+
1

8
(t2 − t1)(ρnτn + ρpτp) +

1

16
(t2 − 3t1)ρ∇2ρ

+
1

32
(3t1 + t2)(ρn∇2ρn + ρp∇2ρp) +

1

16
(t1 − t2)( ~J2

n + ~J2
p )

+
1

4
t3ρnρpρ+Hc(~r)−

1

2
W0(ρ~∇ · ~J + ρn~∇ · ~Jn + ρp~∇ · ~Jp) (2.30)

donde ρ = ρn + ρp, τ = τn + τp y ~J = ~Jn + ~Jp.
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En el caso de los núcleos con N = Z y sin campo coulombiano

ρn = ρp =
1

2
ρ, τn = τp =

1

2
τ, ~Jn = ~Jp =

1

2
~J (2.31)

y la expresión (2.30) se simpli�ca a

H(~r) =
~2

2m
τ +

3

8
t0ρ

2 +
1

16
t3ρ

3 +
1

16
(3t1 + 5t2)ρτ

+
1

64
(9t1 − 5t2)(~∇ρ)2 − 3

4
W0ρ~∇ · ~J (2.32)

Además en materia nuclear se veri�ca que ~∇ρ = ~∇ · ~J = 0 y que la
densidad de energía cinética vale

τn,p =
3

5
(3π2)2/3ρ5/3

n,p (2.33)

La energía de ligadura por nucleón en materia nuclear es

E

A
=
H

ρ
=

~2

2m

3

5

(
3π2

2
ρ

)2/3

+
3

8
t0ρ+

1

16
t3ρ

2 +
3

80
(3t1 + 5t2)ρτ

=
3

5
TF +

3

8
t0ρ+

1

16
t3ρ

2 +
3

80
(3t1 + 5t2)ρk2

F (2.34)

donde TF = ~2k2
F/2m es la energía cinética de una partícula en la super�cie

de Fermi. Se ha utilizado que ρ =
(

2
3
π2
)
k3
F y τ = 3

5
k2
F .

Teniendo en cuenta esta ecuación, además de la condición de saturación

∂

∂ρ

(
H

ρ

)
ρ=ρ0

= 0 (2.35)

y la expresión de la incompresibilidad de la materia nuclear

K = k2
F

∂2(E/A)

∂k2
F

=
6

5
TF +

9

4
t0ρ+

15

8
t3ρ

2 +
3

4
(3t1 + 5t2)ρk2

F (2.36)

obtenemos un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas, t0, t3 y 3t1 +5t2
con lo que podemos expresar estos parámetros en función de E/A, kF y K:

t0ρ = 40
9
E/A+ 4

9
K − 16

5
TF ,

3
16
t3ρ

2 = 15E/A+K − 9
5
TF ,

1
16

(3t1 + 5t2)ρk2
F = 2TF − 15E/A− 5/6K

(2.37)
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En su trabajo Skyrme �jó los valores numéricos de los parámetros ajus-
tando la energía de ligadura y la densidad de materia nuclear (E/A = −17,04
MeV, kF = 1,37 fm−1) y las energías de ligadura y las diferencias de masa
de algunos núcleos ligeros calculados a partir de las funciones de onda del
oscilador armónico. Sin embargo estos parámetros eran demasiado pequeños
para núcleos pesados y por ello se determinó un conjunto de nuevos paráme-
tros en función de la interacción efectiva utilizada.

En este trabajo vamos a emplear tres fuerzas de Skyrme, la fuerza Sk3
[Bei75], la SG2 [SG81] y la SLy4 [Cha98], cuyos parámetros aparecen en la
tabla 2.1. La fuerza Sk3 se trata de la más sencilla y antigua de las tres y ha
sido la más usada. Tanto esta como la fuerza SG2, propuesta por Van Giai y
Sagawa, se diseñaron con el �n de ajustar las propiedades del estado funda-
mental de los núcleos esféricos y las propiedades de materia nuclear. Además
la SG2 proporciona una buena descripción de las excitaciones Gamow-Teller
en núcleos esféricos y de las excitaciones de espín en núcleos deformados.
Por último, la fuerza SLy4, propuesta por Chabanat et al para las estrellas
de neutrones, supernovas y núcleos ricos en neutrones, es una de las fuerzas
más recientes y sus parámetros se ajustaron a las propiedades de la materia
nuclear simétrica, con una ligadura adicional en la ecuación de estado de alta
y baja densidad neutrónica.

Hay que añadir que tanto la fuerza SG2 como la SLy4 están ampliadas con
respecto la Sk3, incorporando una potencia más general de la dependencia
de la densidad, además de incluir los términos de intercambio de espín para
los términos dependientes de la velocidad,

VSkyrme = t0(1 + x0Pσ)δ(~r1 − ~r2) +
1

2
t1[δ(~r1 − ~r2)(1 + x1Pσ)(~k2 + ~k′2)

+t2(1 + x2Pσ)~k′δ(~r1 − ~r2)~k + iW0(~σ1 + ~σ2) · ~k′ × δ(~r1 + ~r2)~k

+
1

6
t3(1 + x3Pσ)δ(~r1 − ~r2)ρα

(
~r1 + ~r2

2

)
(2.38)
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Tabla 2.1: Valores de los parámetros de las fuerzas de Skyrme Sk3, SG2 y
SLy4.

t0 t1 t2 t3 W0 x0 x1 x2 x3 α−1

Sk3 -1128.75 395.0 -95.0 14000.00 120.0 0.45 0 0 1 1

SG2 -2645.0 340.0 -41.9 15595.0 105.0 0.09 -0.06 1.425 0.06 6

SLy4 -2488.91 486.8 -546.4 13777.0 123.0 0.83 -0.34 -1.000 1.35 6

2.4. Método de Hartree-Fock para núcleos de-

formados

Gracias a la simplicidad de la interacción de Skyrme, el valor esperado
de la energía viene dado por

E = 〈Φ|H|Φ〉 =

∫
ε(~r)d3r̄ (2.39)

donde Φ es la funcion de onda del nucleo constituida por un determinante
de Slater de las funciones de onda ϕk de los nucleones y ε(r̄) es el funcional
de la densidad de energía.

Si consideramos las interacciones de Skyrme descritas en el apartado an-
terior, este funcional para un núcleo par-par tiene la siguiente forma [Sar98]

ε(~r) =
∑
st

ρst
∑
s′t′

{
1

2
t0ρs′t′ [1− δss′δtt′ + x0(δss′ − δtt′)]

+
1

4
t2

(
τs′t′ +

1

4
∇2ρs′t′

)
[1 + δss′δtt′ + x2(δss′δtt′)]

+
1

16
t1(4τs′t′3∇2ρs′t′)[1− δss′δtt′ + x1(δss′ − δtt′)]

+
1

12
t3ρ

αρs′t′ [1− δss′δtt′ + x3(δss′ − δtt′)]

+
i

2
W0

~∇ · ~Js′t′(1 + δtt′)

}
+ εC(~r) (2.40)

con εC como la densidad de energía de Coulomb

εC = e2 1

2

∫
~r′
ρp(~r

′)ρp(~r)

|~r − ~r′|
− 3

4
e2ρp(~r)

[
3

π
ρp(~r)

]1/3

(2.41)
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Las componentes espín-isospín del nucleón, de la energía cinética y de las
densidades de magnetización son:

ρst(~r) =
∑
i

v2
i |ϕi(~r, s, t)|2 (2.42)

τst(~r) =
∑
i

v2
i |~∇ϕi(~r, s, t)|2 (2.43)

~Jst(~r) =
∑
i,s′

v2
iϕ
∗
i (~r, s

′, t)(−i~∇× ~σ)ϕi(~r, s
′, t) (2.44)

con

ρt =
∑
s

ρst (2.45)

ρ =
∑
t=p,n

ρt (2.46)

y análogamente para τ y ~J .

En estos cálculos se ha considerado que el subespacio formado por todas
las funciones de onda nucleónicas ocupadas es invariante bajo inversión tem-
poral, de manera que si un estado individual está ocupado también lo esté
su estado invertido temporalmente.

En el caso de núcleos par-par se considera que las ecuaciones de Hartree-
Fock tienen simetría axial [Vau73]. Teniendo en cuenta que el eje de simetría
es el eje z, podemos decir que la tercera componente Jz del momento angular
total es un buen número cuántico para el estado de partícula individual ϕi.
En otras palabras, si denotamos por Ωi el autovalor de Jz asociado al estado
de partícula independiente i, existen soluciones de las ecuaciones de HF de
la forma

ϕi(~R, σ, q) = χqi(q)[ϕ
+
i (r, z)eiΛ

−ϕχ+1/2(σ) + ϕ−i (r, z)eiΛ
+ϕχ−1/2(σ)] (2.47)

donde Λ± = Ωi ± 1
2
. Las cantidades r, z y ϕ son las componentes de ~R en

coordenadas cilíndricas

Rx = r cosϕ, Ry = r sinϕ, Rz = z (2.48)

Así hemos expandido las funciones de onda de partícula individual en tér-
mino de los autoestados del potencial de un oscilador armónico con simetría
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axial en coordenadas cilíndricas. Dicho potencial viene dado en coordenadas
cilíndricas por

V (r, z) =
1

2
mω2

⊥r
2 +

1

2
mω2

zr
2 (2.49)

Introduciendo las constantes del oscilador

β⊥ =

(
mω⊥

~

)1/2

, βz =

(
mωz

~

)1/2

(2.50)

y las variables auxiliares

ξ = zβz, η = r2β2
⊥ (2.51)

podemos escribir las autofunciones como

|NnrnzΛΣ〉 = ψΛ
nr(r)ψnz(z)

eiΛϕ√
2π
χΣ(σ) (2.52)

con

ψnz(z) = Nnzβ
1/2
z e−ξ

2/2Hnz(ξ)

ψΛ
nr(r) = NΛ

nrβ⊥
√

2ηΛ/2e−η/2LΛ
nr(η) (2.53)

donde Hnz(ξ) y L
Λ
nr(η) denotan los polinomios de Hermite y los polinomios

asociados de Laguerre respectivamente [AS70] y Nnz y NΛ
nr son los corres-

pondientes factores de normalización

Nnz =

(
1√

π2nznz!

)1/2

, NΛ
nr =

(
nr!

(nr + Λ)!

)1/2

(2.54)

A partir de estas expresiones, los números cuánticos que aparecen en la
ecuación (2.52) se pueden interpretar como sigue: nr y nz se corresponden
con el número de nodos en las direcciones r y z y Λ y Σ son las proyecciones
sobre la dirección z del momento angular orbital y de espín. N se relaciona
con el resto de números cuánticos mediante la expresión 2nr + nz + Λ = N .

Ahora podemos reescribir los estados de partícula independiente |i〉 en
término de las autofunciones (2.52) de manera que se caractericen por los
autovalores Ω de Jz, paridad πi y energía εi

|i〉 =
∑
N

(−1)N + πi
2

∑
nr,nz ,Λ≥0,Σ

Ci
NnrnzΛΣ|NnrnzΛΣ〉 (2.55)
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y su inverso temporal

|̄i〉 =
∑
N

(−1)N + πi
2

∑
nr,nz ,Λ≥0,Σ

Ci
NnrnzΛΣ(−1)

1
2
−Σ|Nnrnz − Λ− Σ〉 (2.56)

El modo habitual de resolver este problema de dimensión in�nita consis-
te en usar una base truncada, esto es, necesitamos restringir la suma sobre
nr, nz,Λ a una suma de estados base. En nuestro caso consideraremos 11
capas del oscilador, desde N=0 hasta N=10.

Los efectos del truncamiento en el caso de una expansión de la base (2.52)
depende en gran medida de la forma del núcleo. Los efectos de la mezcla de
la base de estados es mayor para los núcleos deformados que para los núcleos
esféricos, en los que la expansión sólo afectará a unas pocas componentes
relevantes [DPPS69]. Estos efectos dependen también de manera crítica de
la elección de los parámetros del oscilador, con lo que para reducir estos
efectos será importante minimizar la energía total del estado fundamental
del núcleo con respecto a los parámetros de volumen y de deformación del
oscilador armónico, de�nidos de la siguiente manera:

β0 =

(
mω0

~

)1/2

= (β2
⊥βz)

1/3 (2.57)

donde se ha utilizado que ω0 = (ω2
⊥ωz)

1/3 y las expresiones de (2.50). Y

q =
ω⊥
ωz

=
β2
⊥
βz

(2.58)

La deformación cuadrupolar del núcleo viene determinada por el paráme-
tro β

β =

√
π

5

Qp

Z〈r2
c〉

(2.59)

con Z como el número de protones, < r2
c > como el radio cuadrático medio

de carga y Qp como el momento cuadrupolar de carga tal que

Qp =

√
16π

5
〈Ψ|Q20(E2)|Ψ〉 con Q20(E2) = e

Z∑
j=1

r2
jY20(θj, ϕj) (2.60)

Dicha deformación indica si el núcleo tiene forma esférica (β ≈ 0), prolada
(β > 0) u oblada (β < 0) (�gura 2.1)
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Figura 2.1: Representación esquemática de las formas nucleares en función
del parámetro de deformación.

2.5. Método de Hartree-Fock con ligadura en

la deformación

La deformación del estado fundamental del núcleo junto con la energía
de ese estado se obtiene a partir de la convergencia del método iterativo de
Hartree-Fock.

Sin embargo en muchas ocasiones nos interesa también conocer el valor de
la energía y la deformación en otros puntos que no sean el mínimo absoluto.
Para ello se realiza un barrido en un rango de deformaciones cuadrupolares,
obteniéndose la curva de energía frente a deformación, donde los mínimos
indican las deformaciones de equilibrio, siendo el mínimo más profundo el
que corresponde al estado fundamental. Para minimizar ahora la energía se
añade a la expresión del hamiltoniano un término que incluye la deformación
requerida junto con un multiplicador de Lagrange [FQKV73]

〈H〉+ f(µ, 〈Q̂〉) (2.61)

donde µ es una constante y f una función diferenciable de µ y 〈Q̂〉. Tras
minimizar para un µ dado se tiene

〈H〉 = E, 〈Q̂〉 = Q (2.62)

con Q como el momento cuadrupolar de masa y donde E se puede tomar
como una función de µ o de Q.
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En este trabajo se utiliza una ligadura cuadrática que permite explorar
fácilmente toda la curva E(Q) y cuya forma es la siguiente

E +
1

2
C
(
〈Q̂〉 − µ

)2
(2.63)

con C > 0. Así se buscan los puntos tangenciales de E(Q) con una parábola
invertida que tenga la línea Q = µ como eje de simetría (�gura 2.2 El pará-
metro de curvatura C se elige lo su�cientemente grande para que la parábola
−1

2
C(Q − µ)2 sea lo su�cientemente estrecha para que solo tenga un punto

de tangencia con E(Q).

Figura 2.2: Ejemplo de la curva de energía en función del momento cuadru-
polar con f(µ, 〈Q̂〉) como ligadura cuadrática.

2.6. Correlaciones de apareamiento en aproxi-

mación BCS

Existen una serie de hechos experimentales que respaldan la necesidad de
introducir una nueva interacción basada en las correlaciones de apareamiento
no incluida hasta ahora:

- Intervalo energético: los núcleos par-impar tienen estados colectivos y
de partícula independiente en el mismo intervalo energético, mientras
que en un espectro par-par existe un intervalo energético en torno a 1.5
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MeV entre el estado fundamental y el primer estado excitado en el que
no se encuentran estados de partícula independiente.

- Efecto par-impar: los núcleos de este tipo poseen una energía de liga-
dura menor que la de sus vecinos par-par.

- Momento de inercia de núcleos deformados: si medimos esta magnitud
mediante el modelo puro de partícula independiente di�ere de la me-
dida experimental en un factor dos. En cambio si incluimos efectos de
pairing, teoría y experimento coinciden.

- Momento angular y paridad: la con�guración del estado fundamental
de los núcleos par-par es siempre 0+

Así pues la aproximación de BCS tiene en cuenta las correlaciones domi-
nantes de pares de nucleones acoplados a momento angular cero. En primer
lugar tratamos de representar la función de onda del estado fundamental de
un núcleo par-par de manera análoga al estado fundamental de un supercon-
ductor propuesto por Bardeen, Cooper y Schrie�er [BCS57]

|BCS〉 =
∏
k>0

(uk + vka
+
k a

+
k̄

)|−〉 (2.64)

donde uk y vk son parámetros variacionales. Para cada estado k > 0 existe
un estado conjugado k̄ < 0, donde k̄ se corresponde con el inverso temporal
de k, y los estados {k, k̄} generan todo el espacio de partícula independiente.

Los valores de v2
k y u

2
k representan la probabilidad de que un cierto esta-

do par (k, k̄) esté o no ocupado y se determinan de manera que la energía
correspondiente sea mínima. Al normalizar el estado (2.64) se debe satisfacer
que

|uk|2 + |vk|2 = 1 (2.65)

Teniendo en cuenta estas probabilidades de ocupación de niveles, podemos
rede�nir las densidades (2.42)-(2.44)

ρst(~r) = 2
∑
k>0

v2
k|ϕ(~r, s, t)|2 (2.66)

τst(~r) = 2
∑
k>0

v2
k|∇ϕ(~r, s, t)|2 (2.67)

Jst(~r) = 2
∑
k>0,s′

v2
kϕ
∗
k(~r, s

′, t)(−i∇× σ)ϕk(~r, s, t) (2.68)
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Las sumas se extienden únicamente a estados positivos de k porque la
invariancia bajo inversión temporal requiere que los estados invertidos tem-
poralmente k̄ tengan la misma probabilidad de ocupación y por ello aparece
el factor dos en las ecuaciones anteriores.

Los parámetros u y v se determinan por variación de la energía. Sin
embargo, existe además otra restricción en torno a estos parámetros por la
que el valor esperado del número de partículas es

〈BCS|N̂ |BCS〉 = 2
∑
k>0

v2
k = N (2.69)

donde

N̂ =
∑
k>0

(a+
k ak + a+

k̄
ak̄) (2.70)

Con lo que para calcular u y v se necesita añadir el término −λN̂ al
hamiltoniano sobre el que vamos a realizar la variación

H ′ = H − λN̂ (2.71)

El multiplicador de Lagrange λ se corresponde con la energía de Fermi del
sistema, y se �ja a partir de la condición (2.70). Se llama potencial químico
de la energía de Fermi porque representa la variación de la energía E =
〈BCS|H|BCS〉 cuando se modi�ca el número de partículas

λ =
dE

dN
(2.72)

De la de�nición de la función de onda (2.64) y el hamiltoniano que des-
cribe un sistema de muchos cuerpos

H =
∑
k1k2

tk1tk2a
+
k1
ak2 +

1

4

∑
k1k2k3k4

v̄k1k2k3k4a
+
k1
a+
k2
ak4ak3 (2.73)

se obtiene el valor esperado de H ′

〈BCS|H ′|BCS〉 =
∑
k

{
(tkk − λ)v2

k +
1

2

∑
k′

v̄kk′kk′v
2
kv

2
k′

}
+
∑
kk′>0

v̄kk̄′kk′ukvku
′
kv
′
k (2.74)
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Puesto que la función de onda BCS queda completamente determinada
por los parámetros vk y la condición (2.65), la variación δ〈BCS|H ′|BCS〉 da
lugar a (

∂

∂vk
+
∂uk
∂vk

+
∂

∂uk

)
〈BCS|H ′|BCS〉 = 0 (2.75)

Tras derivar llegamos �nalmente al conjunto de ecuaciones de BCS

2ε̃kukvk + ∆k(v
2
k − u2

k) = 0 k > 0 (2.76)

con

ε̃k =
1

2

(
tkk + tk̄k̄ +

∑
k′

v̄kk′kk′ + v̄k̄k′k̄k′v
2
k′

)
− λ (2.77)

y los parámetros de gap

∆k = −
∑
k′>0

v̄kk̄k′k̄′uk′vk′ (2.78)

Para valores �jos de ε̃ y ∆k se llega a

v2
k =

1

2

[
1− ε̃k√

ε̃2k + ∆2
k

]

u2
k =

1

2

[
1 +

ε̃k√
ε̃2k + ∆2

k

]
(2.79)

En el caso de tener una interacción de apareamiento pura, el hamiltoniano
es de la forma

H =
∑
k>0

εk(a
+
k ak + a+

k̄
ak̄)−G

∑
kk′>0

a+
k a

+
k̄
ak̄′ak′ (2.80)

y el valor esperado de H ′ vale ahora

〈BCS|H ′|BCS〉 = 2
∑
k>0

(
ε̃kv

2
k +

1

2
Gv4

k

)
− ∆2

G
(2.81)

con el siguiente parámetro de gap

∆ = G
∑
k>0

ukvk (2.82)
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y de ε̃k

ε̃k = εk − λ−Gv2
k ≈ εk − λ (2.83)

Con la ecuación de gap (2.82) y la ecuación de número (2.69) llegamos a
las siguientes soluciones de las ecuaciónes BCS

v2
k =

1

2

[
1− εk − λ

Ei

]

u2
k =

1

2

[
1 +

εk − λ
Ei

]
(2.84)

donde

Ek =
√

(εk − λ)2 + ∆2 (2.85)

Vautherin propuso una simpli�cación de este método al considerar ∆ co-
mo el parámetro fundamental en lugar de la fuerza de interacción G, ya que
como ∆ se puede obtener a partir de las diferencias experimentales de masa
par-impar, este proceso equivale a quitar un parámetro de cálculo.

En nuestro caso los parámetros de gap se determinan de modo fenome-
nológico a partir de la diferencias de masa par-impar mediante la fórmula
tomada de [AW95]

∆n = −1

8
[B(N − 2, Z)− 4B(N − 1, Z) + 6B(N,Z)

−4B(N + 1, Z) +B(N + 2, Z)]

∆p = −1

8
[B(N,Z − 2)− 4B(N,Z − 1) + 6B(N,Z)

−4B(N,Z + 1) +B(N,Z + 2)] (2.86)

En resumen, el procedimiento deonominado como HF+BCS consiste en
que tras cada nueva iteración Hartree-Fock se resuelven iterativamente las
ecuaciones de BCS con el �n de determinar los niveles de Fermi, las ocupacio-
nes y las energías de cuasipartículas. Las soluciones de (2.84) se introducen
de nuevo en las ecuaciones (2.42)-(2.44) y se rehace el cálculo de HF.
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2.7. Aproximación de fases aleatorias (RPA)

A pesar de que con el modelo estudiado hasta ahora se reproducen gran
parte de las propiedades de los estados fundamentales de muchos núcleos,
existe una serie de estados excitados cuyas características no se pueden ex-
plicar con un modelo de partícula independiente estático. Para solventar esto
incluiremos en los cálculos descritos anteriormente la aproximación de RPA
(Random Phase Approximation).

En primer lugar de�nimos los operadores de creación y aniquilación Q+
v

y Qv [Ro68] de manera que

|ν〉 = Q+
ν |0〉 Qν |0〉 = 0 (2.87)

donde el índice ν representa los autoestados del sistema respecto al hamilto-
niano H de�nido en (2.11)

H|ν〉 = Eν |ν〉 (2.88)

De la ecuación de Schrödinger (2.88) se obtiene la ecuación del movimien-
to para Q+

ν

[H,Q+
ν ]|0〉 = (Eν − E0)Q+

ν |0〉 (2.89)

Si ahora multiplicamos por la izquierda por un estado arbitrario 〈0|δQ se
llega a

〈0|
[
δQ, [H,Q+

ν ]
]
|0〉 = (Eν − E0)〈0|[δQ,Q+

ν ]|0〉 (2.90)

Para derivar las ecuaciones aproximamos el estado fundamental |0〉 por
el estado HF |HF 〉 y el operador Qν por el operador ph

Q+
ν =

∑
mi

Cν
mia

+
mai (2.91)

De manera que nos restringimos al espacio de excitaciones 1p − 1h, con
lo que δQ|0〉 =

∑
mi a

+
mai|HF 〉δCmi. Sin embargo, es posible generalizar el

operador de creación (2.91) y de aniquilación de manera que tengamos un
estado fundamental más general

Q+
ν =

∑
mi

Xν
mia

+
mai −

∑
mi

Y ν
mia

+
i am

Q+
ν =

∑
mi

X∗νmia
+
i am −

∑
mi

Y ∗νmia
+
mai (2.92)
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Los subíndices i, j hacen referencia a los estados hueco h, h′ y los subíndi-
ces m,n a los estados partícula p, p′. El estado fundamental |RPA〉 se de�ne
de manera análoga a (2.87)

Qν |RPA〉 = 0 (2.93)

En lugar de tener únicamente una matriz Cν
mi ahora tenemos dos matrices

Xν
mi y Y

ν
mi y dos tipos de variaciones δQ|0〉, concretamente a+

mai|0〉 y a+
i am|0〉.

Así, de (2.90), obtenemos dos conjuntos de ecuaciones

〈RPA|
[
a+
i am, [H,Q

+
ν ]
]
|RPA〉 = ~Ων〈RPA|[a+

i am, Q
+
ν ]|RPA〉

〈RPA|
[
a+
mai, [H,Q

+
ν ]
]
|RPA〉 = ~Ων〈RPA|[a+

mai, Q
+
ν ]|RPA〉 (2.94)

con ~Ων como la energía de excitación del estado |ν〉.

Para resolver estas ecuaciones necesitamos hallar los valores medios de
los conmutadores

〈RPA|
[
a+
i am, [H,Q

+
ν ]
]
|RPA〉 =

∑
nj

Xν
nj〈RPA|[a+

i am, a
+
n aj]|RPA〉

−
∑
nj

Y ν
nj〈RPA|[a+

i am, a
+
j an]|RPA〉 (2.95)

Introduciendo la aproximación cuasibosónica [BET61], por la cual se asu-
me que el espacio fundamental correlacionado no di�ere apenas del estado
fundamental HF, estos valores esperados se pueden aproximar a

〈RPA|[a+
i am, a

+
n aj]|RPA〉 = δijδmn − δmn〈RPA|aja+

i |RPA〉
−δij〈RPA|a+

n am|RPA〉
≈ 〈HF |[a+

i am, a
+
n aj]|HF 〉 = δijδmn (2.96)

Teniendo en cuenta esta aproximación junto con la expresión (2.92), el
conjunto de ecuaciones (2.94) queda
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∑
nj

Xν
nj〈HF |

[
a+
i am, [H, a

+
n aj]

]
|HF 〉+

∑
nj

Y ν
nj〈HF |

[
a+
i am, [H, a

+
j an]

]
|HF 〉 =

~Ων

∑
nj

Xν
nj〈HF |[a+

i am, a
+
n aj]|HF 〉 = ~ΩνX

ν
mi∑

nj

Y ν
nj〈HF |

[
a+
mai, [H, a

+
n aj]

]
|HF 〉+

∑
nj

Y ν
nj〈HF |

[
a+
mai, [H, a

+
j an]

]
|HF 〉 =

~Ων

∑
nj

Y ν
nj〈HF |[a+

mai, a
+
j an]|HF 〉 = ~ΩνY

ν
mi (2.97)

En forma matricial podemos escribir las ecuaciones (2.97) como(
A B
B∗ A∗

)(
Xν

Y ν

)
= ~Ων

(
1 0
0 −1

)(
Xν

Y ν

)
(2.98)

con (Xν)mi = Xν
mi, (Y ν)mi = Y ν

mi y

Ami,nj = 〈HF |
[
a+
i am, [H, a

+
n aj]

]
|HF 〉

= (εm − εi)δmnδij + v̄mjin

Bmi,nj = −〈HF |
[
a+
i am, [H, a

+
j an]

]
|HF 〉

= v̄mnij (2.99)

La ecuación (2.98) junto con (2.99) es la llamada ecuación RPA.

2.7.1. RPA de cuasipartículas (QRPA)

Cuando queremos describir las propiedades de los núcleos con capas abier-
tas, ya no es posible despreciar las correlaciones de apareamiento. Además
de utilizar un modelo HF+BCS, podemos generalizar la teoría RPA llegando
a lo que se denomina como RPA de cuasipartículas (QRPA).

Así, en lugar de utilizar la de�nición (2.92), usamos el operador de crea-
ción de cuasipartículas Γ+

λ

Γ+
λ =

∑
πν

[
Xλ
πνα

+
π α

+
ν − Y λ

πναπαν
]

(2.100)

donde α+
π y α+

ν (απ y αν) crean (destruyen) cuasipartículas de tipo protón y
neutrón respectivamente. Estos se relacionan con los operadores de partícula
como
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α+
k = uka

+
k − vkak̄

αk = ukak − vka+
k̄

(2.101)

El operador Γ+
λ y su hermítico conjugado Γλ veri�can que

Γ+
λ |QRPA〉 = |λ〉 Γλ|QRPA〉 = 0 (2.102)

Utilizando la ecuación (2.100) junto con el hamiltoniano

H = H0 + VRES = E0 +
∑
λ

Eλα
+
λαλ +

1

4

∑
µλµ′λ′

Vµλµ′λ′α
+
µα

+
λαλ′αµ′ (2.103)

y derivando de manera similar a la sección anterior, llegamos a la ecuación
QRPA, cuya forma matricial es idéntica a la ecuación (2.98), salvo por el
hecho de que las matrices A y B vienen dadas por

Akk′ll′ = (Ek + Ek′)δklδk′l′ + v̄kk′ll′(ukuk′ulul′ + vkvk′vlvl′)

+v̄kl̄′k̄′l(ukvk′ulvl′ + vkuk′vlul′)

−v̄kl̄k̄′l′(ukvk′vlul′ + vkuk′ulvl′) (2.104)

Bkk′ll′ = −v̄kk′ l̄l̄′(ukuk′vlvl′ + vkvk′ulul′)

+v̄klk̄′ l̄′(ukvk′ulvl′ + vkuk′vlul′)

−v̄kl′k̄′ l̄(ukvk′vlul′ + vkuk′ulvl′) (2.105)

donde Ek y Ek′ son las energías de cuasipartícula de protones (Ek = Eπ) y
neutrones (Ek′ = Eν) y las cantidades ui, vi representan las amplitudes de
ocupación y no ocupación de protones y neutrones (i = π, ν).

2.8. Ecuaciones de QRPA y densintegración β

Siguiendo a Bertsh y a Tsai [BT75] la interacción partícula-hueco consis-
tente con el campo medio de HF se puede obtener como

Vph =
1

16

∑
sts′t′

[
1+(−1)s−s

′
~σ1 ·~σ2

][
1+(−1)t−t

′
~τ1 ·~τ2

] δ2ε

δρst(~r1)δρs′t′(~r2)
δ(~r1−~r2)

(2.106)
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Para el estudio de la desintegración β las interacciones residuales rele-
vantes son las fuerzas de contacto de isospín que generan las transiciones de
Fermi permitidas (∆L = 0,∆S = 0,∆Iπ = 0+)

VF (12) = χF (t+1 t
−
2 + t−1 t

+
2 ) (2.107)

y las fuerzas de contacto de espín-isospín que generan las transiciones Gamow-
Teller permitidas (∆L = 0,∆S = 1,∆Iπ = 1+)

VGT (12) = χGT~σ1 · ~σ2(t+1 t
−
2 + t−1 t

+
2 ) (2.108)

donde se ha usado la convención t+|p〉 = |n〉 y t−|n〉 = |p〉.

Tras calcular las derivadas funcionales de la energía en (2.106), el término
con ~τ · ~τ para la transición Fermi y el término ~σ · ~σ ~τ · ~τ para la transición
GT son como siguen

V ττ
ph =

1

16

∑
sts′t′

(−1)t−t
′
~τ1 · ~τ2

δ2ε

δρst(~r1)δρs′t′(~r2)
δ(~r1 − ~r2)

=
1

16

[
− 4t0(1 + 2x0)− 2t1k

2
F (1 + 2x1) + 2t2(1 + 2x2)

−2

3
t3ρ

α(1 + 2x3)

]
~τ1 · ~τ2 δ(~r1 − ~r2) (2.109)

V στ
ph =

1

16

∑
sts′t′

(−1)s−s
′
(−1)t−t

′
~σ1 · ~σ2 ~τ1 · ~τ2

δ2ε

δρst(~r1)δρs′t′(~r2)
δ(~r1 − ~r2)

=
1

16

[
− 4t0 − 2t1k

2
F + 2t2 −

2

3
t3ρ

α

]
~σ1 · ~σ2 ~τ1 · ~τ2 δ(~r1 − ~r2) (2.110)

A partir de las ecuaciones (2.40) y (2.106)-(2.110), suponiendo materia
nuclear uniforme y simétrica y promediando a todo el volumen nuclear lle-
gamos a las siguientes expresiones de χF y χGT

χF =
3

4πR3

(
−1

2

){
t0(1+2x0)−1

2
k2
F [t2(1+2x2)−t1(1+2x1)]+

1

6
t3ρ

α(1+2x3)

}
(2.111)

χGT =
3

4πR3

(
− 1

2

){
t0 +

1

2
k2
F (t1 − t2) +

1

6
t3ρ

α

}
(2.112)
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donde t0, t1, t2, t3 y α son los parámetros de la fuerza de Skyrme, R es el
radio nuclear y kF = (3π2ρ/2)1/3 el momento de Fermi. Conviene recordar
que 4πR3 = A.

Consideramos ahora únicamente las transiciones Gamow-Teller. Usando
la notación

β±K = σKt
± (K = Ων + Ωπ̄ = 0,±1) (2.113)

podemos escribir la ecuación (2.108) como

V ph
GT = 2χphGT

∑
K

(−1)Kβ+
Kβ
−
−K (2.114)

En segunda cuantización los operadores βK se de�nen como

β+
K =

∑
νπ

〈ν|σK |π〉a+
ν aπ =

∑
νπ

〈ν|σK |π〉{uνvπα+
ν α

+
π̄

+vνuπαν̄απ + uνuπα
+
ν απ + vνvπα

+
π̄ αν̄} (2.115)

β−−K = (−1)(β+
K)+ (2.116)

Y para la parte partícula-partícula:

V pp
GT = −2χppGT

∑
K

(−1)KP+
KP−K (2.117)

con
P+
K =

∑
νπ

〈ν|σ+
K |π〉a

+
ν a

+
π̄ (2.118)

El operador fonónico de QRPA protón-neutrón para excitaciones Gamow-
Teller en núcleos par-par es

Γ+
ωK

=
∑
γK

[
XωK
γK
A+
γK
− Y ωK

γK
Aγ̄K

]
(2.119)

donde A+
γK

y Aγ̄K son operadores de dos cuasipartículas de la forma

A+
γK

= α+
ν α

+
π̄ Aγ̄K = αν̄απ (2.120)

Y las ecuaciones QRPA para un sistema par-par serán
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〈φ0|AγK [H,Γ+
ωK

]|φ0〉 = ωK〈φ0|AγKΓ+
ωK
|φ0〉 (2.121)

〈φ0|[H,Γ+
ωK

]A+
γ̄K
|φ0〉 = ωK〈φ0|Γ+

ωK
A+
γ̄K
|φ0〉 (2.122)

con

H =
∑
ν

α+
ν ανEν +

∑
π

α+
π απEπ + VGT − 〈φ0|H|φ0〉 (2.123)

A partir de estas ecuaciones se obtienen las siguientes amplitudes

XωK
γK

=
2χGT

ωK − εγK
(aγKM

ωK
+ + bγKM

ωK
− ) (2.124)

Y ωK
γK

=
2χGT

ωK + εγK
(bγ:KM

ωK
+ + aγKM

ωK
− ) (2.125)

siendo ε = Eν + Eπ la energía de excitación de dos cuasipartículas con Ek
dado por (2.85). MωK

± son

MωK
+ =

∑
γK

(aγKX
ωK
γK

+ bγKY
ωK
γK

) (2.126)

MωK
− =

∑
γK

(bγKX
ωK
γK

+ aγKY
ωK
γK

) (2.127)

con

aγK = uνvπ
∑νπ

K
(2.128)

bγK = vνuπ
∑νπ

K
(2.129)

y ∑νπ

K
= 〈ν|σK |π〉 (2.130)

Nuestro objetivo es obtener las energías de excitación QRPA ωK , con lo
que para ello necesitamos calcular los elementos de matrizMωK

± y las amplitu-
des e Y ωK

γK
. Recordando la de�nición de los estados de partícula independiente

de oscilador armónico (2.55), llegamos a que los elementos de matriz son:∑νiπi

K
=
∑

NnzΛΣ

Cνi
NnzΛΣ+KC

πi
NnzΛΣ(2Σ)

√
1 + |K| (2.131)
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∑νiπ̄i

K=1
=
∑
Nnz

Cνi
Nnz0 1

2

Cπi
Nnz0 1

2

(−
√

2) (2.132)

Donde se han tenido en cuenta las propiedades de transformación bajo
inversión temporal y la conjugación hermítica por las cuales los modos K =
−1 yK = 1 están relacionados entre sí y son degenerados, y los modosK = 0
son impares bajo inversión temporal y veri�can Xω0

γ̄0 = −Xω0
γ0

y Y ω0
γ̄0 = −Y ω0

γ0
.

Esto permite simpli�car los cálculos incluyendo solo pares protón-neutrón
con Ων > 0, con lo que

i0 = νiπi con Ωνi = Ωπi ≥ 1
2

i−1 = νiπi con Ωνi = Ωπi − 1 ≥ 1
2

i+1 =


νiπi con Ωνi = Ωπi + 1 ≥ 3

2

νiπ̄i con Ωνi = Ωπi + 1 ≥ 3
2

En el caso de que no exista interacción partícula-partícula, las relaciones
de dispersión para los modos K=0 y K=1 se reducen a una ecuación de
segundo orden de la forma [Mu92]

(
1

4χphGT

)2

=
1

2χphGT

∑
i0

a2
i0

+ b2
i0

ω2
0 − ε2

i0

εi0 +

(∑
i0

ai0bi0
2εi0

ω2
0 − ε2

i0

)2

−
∑
i0

(
a2
i0

ω0 + εi0
−

b2
i0

ω0 + εi0

)∑
i0

(
b2
i0

ω0 + εi0
−

a2
i0

ω0 + εi0

)
(2.133)

(
1

2χphGT

)2

=
1

χphGT

∑
iρ(ρ=±1)

a2
iρ + b2

iρ

ω2
1 − ε2

iρ

εiρ +

( ∑
iρ(ρ=±1)

aiρbiρ
2εiρ

ω2
1 − ε2

iρ

)2

−
∑

iρ(ρ=±1)

(
a2
iρ

ω1 + ερ0
−

b2
iρ

ω1 + εiρ

) ∑
iρ(ρ=±1)

(
b2
iρ

ω1 + εiρ
−

a2
iρ

ω1 + εiρ

)
(2.134)

Las amplitudes X e Y se obtienen de la ecuación (2.124) imponiendo las
condiciones de normalización
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2
∑
i0

[
(Xω0

i0
)2 − (Y ω0

i0
)2
]

= 1 (2.135)

∑
iρ(ρ=±1)

[
(Xω1

iρ
)2 − (Y ω1

iρ
)2
]

= 1 (2.136)

Obtenidas así las energías buscadas y con las condiciones de RPA ΓωK |0〉 =
0, |ωK〉 = Γ+

ωK
|0〉, siendo |0〉 el estado fundamental con correlaciones QRPA,

se obtienen las intensidades β±K

〈ωK |β±K |0〉 = ∓MωK
± (2.137)



Capítulo 3

Desintegración beta

3.1. Desintegración beta simple

La emisión de electrones del núcleo fue uno de los primeros fenómenos
observados de desintegración radiactiva. El proceso inverso, la captura elec-
trónica, no fue observado hasta 1938 cuando L.W. Álvarez detectó rayos
X característicos que provenían del llenado del vacío dejado por la captura
electrónica. Frederic e Irene Joliot-Curie, en 1934, detectaron la emisión de
positrones como proceso de desintegración radiactiva. Estos tres procesos es-
tán fuertemente relacionados y dan lugar a la llamada desintegración beta.

La desintegración beta es un proceso mediante el cual un nucleído emite
una partícula beta (un electrón o positrón) para compensar la relación de
neutrones y protones del núcleo atómico. Así la reacción básica se puede
caracterizar por la desintegración de un neutrón o un protón ligados:

n→ p+ e− + ν̄e

p→ n+ e+ + νe

La partícula beta puede ser un electrón, en una desintegración beta menos
β−, o un positrón, en una desintegración beta más β+. En la desintegración
β− un neutrón se convierte en un protón aumentando Z en una unidad. Por
el contrario, mediante la desintegración β+, un protón se convierte en un
neutrón, decreciendo Z en una unidad. Compitiendo con la emisión β+, se
encuentra el proceso de captura electrónica, en el que un protón captura un
electrón, generalmente procedente de la capa K, creando un neutrón como
resultado �nal del proceso.
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β− : A(Z,N)→ A(Z + 1, N − 1) + e− + ν̄e (3.1)

β+ : A(Z,N)→ A(Z − 1, N + 1) + e+ + νe (3.2)

EC : e− + A(Z,N)→ A(Z − 1, N + 1) + νe (3.3)

Los procesos de desintegración β tienen lugar de manera espontánea solo
si son favorables energéticamente, esto es, si la diferencia entre las masas
inicial y �nal es positiva, o lo que es lo mismo que el valor de Qβ =

(∑
iMi−∑

f Mf

)
c2 > 0. En los tres procesos anteriores esta ventana energética vale

Qβ− =
[
M(Z,N)−M(Z + 1, N − 1)−me

]
c2 (3.4)

Qβ+ =
[
M(Z,N)−M(Z − 1, N + 1)−me

]
c2 (3.5)

QEC =
[
M(Z,N)−M(Z − 1, N + 1) +me +Be

]
c2 (3.6)

donde M denota la masa nuclear y Be es la energía de ligadura del electrón
capturado. En el caso de que el estado �nal que se alcance sea un estado
excitado, entonces el valor Q será

Qex = Qground − Eex (3.7)

En 1934 Fermi propuso una teoría por la cual las características fun-
damentales de la desintegración podían derivarse a partir de la expresión
de la probabilidad de transición provocada por una interacción considerada
como débil en comparación con la interacción que forma los estados cuasi-
estacionarios. Esta probabilidad de transición, conocida como regla de oro
de Fermi viene dada por

λ =
2π

~
|Vfi|2ρ(Ef ) (3.8)

siendo ρ(Ef ) la densidad �nal de estados. El elemento de matriz Vfi es la
integral de la interacción V entre los estados inicial y �nal del sistema y
contiene toda la información relativa a la estructura nuclear. El estado inicial
involucra solamente al núcleo padre en su estado fundamental

|i〉 = |Φi〉 (3.9)

mientras que el estado �nal comprende tres cuerpos: un leptón neutro y un
leptón cargado, partículas libres descritas por ondas planas con momentos
~pν y ~pe, y el núcleo hijo que puede estar en su estado fundamental o en un
estado excitado, siendo este estado �nal

|f ; e; ν〉 = ei
~pe·~r

~ ei
~pν ·~r

~ |f〉 (3.10)



3.1 Desintegración beta simple 49

con |f〉 = |Φf〉 como la función de onda del núcleo hijo.

En el caso de la desintegración β el momento transferido es muy peque-
ño, la energía del electrón es del orden de unos pocos MeV y el radio de

interacción del orden de un fm, con lo que ~p·~r
~ � 1 y exp

(
i ~p·~r~

)
∼= 1. Las

transiciones obtenidas en esta aproximación se denominan permitidas, con
∆L = 0, mientras que las que corresponden a términos de orden superior se
denominan prohibidas.

Dentro de las transiciones permitidas podemos distinguir dos modos de
desintegración debido a la tranferencia de espín:

• Transiciones Fermi: ∆S = 0; ∆T = ∆I = 0; ∆π = no

• Transiciones Gamow-Teller: ∆S = 1; ∆T = ∆I = 0, 1; ∆π = no

Esto es, si el espín del electrón y el del neutrino son antiparalelos ∆S = 0
la transición es de tipo Fermi, y si por el contrario, son paralelos ∆S = 1 la
transición sería de tipo Gamow-Teller.

La intensidad de la transición permitida se da en función de su velocidad
reducida o valor ft donde f es el factor de espacio de fases que incorpora
la cinemática del electrón o positrón emitido y t es la semivida parcial de la
transición a un estado en el núcleo hijo.

El valor ft de una transición beta permitida se puede escribir como:

ft =
K

g2
V

[
B(F ) +

(
gA
gV

)2

B(GT )

]−1

(3.11)

con

K

g2
V

= 6170(4) s

∣∣∣∣gAgV
∣∣∣∣ = 1,251(9) (3.12)

Donde gV y gA son la constante de acoplo vectorial y la constante de aco-
plo axial respectivamente. B(F) y B(GT) son las probabilidades de transición
reducidas para la desintegraciones Fermi y Gamow-Teller, dadas en unidades
de g2

V /4π y g2
A/4π, respectivamente.
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La intensidad Gamow-Teller B(GT) o BGT para una transición Ii → If
se obtiene según

B±GT =
∑

Mi,Mf ,µ

∣∣〈IfMf |β±µ |IiMi〉
∣∣2 (3.13)

donde los estados inicial y �nal en el sistema de laboratorio se expresan en
términos de los estados intrínsecos |φK〉 utilizando la factorización de Bohr-
Mottelson [BM69]:

|IMK〉 =

√
2I + 1

16π2(1 + δK0)

{
D†IKMφK + (−1)I−KD†I−KMφK̄

}
(3.14)

En el caso de núcleos par-par, esta ecuación se puede particularizar con
Ii = Ki = 0, If = 1 y Kf = 0, 1

B±GT =
g2
A

4π

{
δKf ,0〈φKf |β±0 |φ0〉2 + 2δKf ,1〈φKf |β±1 |φ0〉2

}
(3.15)

Los elementos de matriz intrínsecos β±0 y β±1 son los que aparecen en la
ecuación (2.137).

Los valores de las constantes dadas en las ecuaciones (3.11) y (3.12) se
han tomado del trabajo de Wilkinson y Mace�eld [WM74]. La determina-
ción más precisa de gV y por lo tanto de K/g2

V surge a partir de medidas
de transiciones de tipo Fermi 0+ → 0+, siendo estos datos consistentes con
los datos actuales de desintegración de neutrones y piones [Ha90]. Por otro
lado, medidas de la desintegración del neutrón proporcionan el valor de nu-
cleón libre gA a partir del ratio gA/gV . Este valor se usa para comparar los
resultados medidos de ft y los cálculos de B(GT).

Durante muchos años, los experimentos con reacciones tipo (p, n) han si-
do la forma más habitual para estudiar la intensidad de las desintegraciones
GT y las propiedades de espín-isospín de los núcleos. Cuando se compara la
intensidad experimental de GT con las predicciones teóricas se observa que
los resultados experimentales son menores que los teóricos, obteniéndose una
intensidad reducida en un 50− 60 %. Esta reducción en la intensidad, deno-
minada factor de quenching, fue determinada por primera vez por Wilkinson
al estudiar núcleos ligeros en las capas sd y fp, y se comprobó mediante
reacciones (p, n) en núcleos pesados.
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En nuestro caso este valor de quenching se ha tomado como[
(gA/gV )eff
(gA/gV )libre

]2

= (0,75)2 ≈ 0,55 (3.16)

Una posible explicación a esta reducción sería la contribución de excita-
ciones del nucleón, como por ejemplo, la de la partícula ∆(1232), que movería
la distribución de la intensidad GT a altas energías fuera de la ventana ener-
gética energías. Otra posibilidad que se baraja es que la propia repulsión de
corto alcance de la interacción nucleón-nucleón, desplaza parte de la intensi-
dad mencionada a energías más altas.

La vida media de la desintegración beta se obtiene a partir de la regla
de oro de Fermi, teniendo en cuenta todas las transiciones permitidas desde
el estado fundamental del núcleo padre hasta todos los posibles estados del
núcleo hijo cuya energía de excitación sea menor que la ventana energética
Qβ del proceso y cumpla las reglas de selección descritas anteriormente

T−1
1/2 =

(
K

g2
V

)−1(
gA
gV

)2 ∑
ω<Q

f(Z, ω)Bω(GT ) (3.17)

donde f(Z, ω) es la función de Fermi que tiene en cuenta la interacción
coulombiana entre el leptón saliente cargado y el núcleo hijo. Su valor se
calcula numéricamente para cada energía ω. En el caso de desintegraciones
β+ o EC, f(Z, ω) tiene una parte correspondiente al proceso de emisión del
positrón y otra parte independiente para el proceso de captura electrónica.

3.2. Desintegración doble beta

Fermi introdujo su teoría sobre la desintegración beta en 1934. Un año
despues, M. Goeppert-Mayer calculó las vidas medias de las desintegraciones
doble beta con dos neutrinos (2νββ), prediciendo vidas medias del orden de
1017 años o más [Goe35].

Cuatro años más tarde, M. Furry [Fu39] amplió este trabajo consideran-
do también la desintegración doble beta sin neutrinos (0νββ), usando los
conceptos de simetría de Majorana, por los cuales los neutrinos podrían ser
fermiones de Majorana, sin distinción entre partículas y antipartúlas. Si esto
fuera así, podemos pensar que el neutrino de la primera desintegración β es
absorbido en el estado intermedio, induciendo la emisión de un leptón carga-
do, permitiendo así la desintegración beta doble sin neutrinos.
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No obstante, si los neutrios fueran partículas de Dirac, con distinción entre
partícula y antipartícula, los procesos 0νββ estarían estrictamente prohibi-
dos, puesto que se violaría la conservación del número leptónico.

Los procesos involucrados en la desintegración 2νββ son los siguientes

2β−2ν : A(Z,N)→ A(Z + 2, N − 2) + 2e− + 2ν̄e (3.18)

2β+
2ν : A(Z,N)→ A(Z − 2, N + 2) + 2e+ + 2νe (3.19)

mientras que si consideramos la desintegración 0νββ serían

2β−0ν : A(Z,N)→ A(Z + 2, N − 2) + 2e− (3.20)

2β+
0ν : A(Z,N)→ A(Z − 2, N + 2) + 2e+ (3.21)

Los procesos doble beta únicamente aparecerán en situaciones en las que
la desintegración β simple y otros modos de desintegración están prohibidos.
Esto puede deberse a dos motivos: el momento angular transferido entre
los núcleos padre e hijo es muy grande (por ejemplo, 48Ca) o bien porque
el estado intermedio no puede ser alcanzado por medio de la desintegración
simple. Consideremos el caso del 128Te: la desintegración 128Te→128I tiene un
valor Q negativo de −1,26 MeV, y no es posible. En cambio la desintegración
ββ 128Te →128Xe es energéticamente posible con Q = 0,87 MeV.

3.2.1. Descripción del modelo teórico

En este trabajo estudiaremos la doble desintegración beta con emisión
de dos neutrinos utilizando un formalismo de QRPA deformado para dos
núcleos cuya vida media ha sido medida:

116Cd → 116Sn
150Nd → 150Sm

Para construir el hamiltoniano de campo medio que da lugar a las funcio-
nes de onda y a las energías de partícula independiente, seguiremos el método
descrito en el capítulo 2. Las funciones de onda de partícula independiente se
desarrollan en términos de estados propios del oscilador armónico deformado
con N = 11 capas (2.55). Se incorporan también las correlaciones de aparea-
miento en aproximación BCS, con gaps �jos para protones y neutrones según
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la (2.86).

El hamiltoniano nuclear es de la forma

H = H0 +Hint (3.22)

donde H0 denota el hamiltoniano descrito por un modelo de campo medio
de Hartree-Fock y Hint contiene un término asociado a la interacción de
partícula-hueco (ph) y otro asociado a la interacción partícula-partícula (pp)

Hint = 2

[
χphGT

∑
K

(−1)Kβ+
Kβ
−
−K − κ

pp
GT

∑
K

(−1)KP+
KP−K

]
(3.23)

La doble desintegración beta en segundo orden de teoría de perturbacio-
nes se puede describir por medio de dos transiciones tipo Gamow-Teller vía
estados intermedios virtuales 1+. La vida media de este proceso viene dada
por

T 2ν
1/2(0+

gs → 0+
gs) =

[
G2ν |M2ν

GT |2
]−1

(3.24)

con M2ν
GT como el elemento de matriz de transición y G2ν como la integral de

fase [SC98] dada por

G2ν(J) = gJ

∫ t+1

1

F0(Zf , ε1)p1ε1I
(J)(T, ε1)dε1 (3.25)

con

I(J)(T, ε1) =

∫ T+2−ε2

1

F0(Zf , ε2)p2ε2fJ(T + 2− ε1 − ε2)5+Jdε2 (3.26)

y

fJ =

{
1 si J = 0

(ε1 − ε2)2 si J = 2
(3.27)

donde ε1, ε2 son las energías de los electrones, J es el momento angular del
estado nuclear �nal, T es el valor de Q de la desintegración y p es el momento
del electrón. Como el caso que nos interesa es J = 0 la constante de acoplo
gJ vale

g0 = 3,78 · 10−24

(
gA
gV

)4

años−1 (3.28)
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y gA/gV = 1,251.

Por su parte, el elemento de matriz para una desintegración del estado
fundamental del núcleo padre |0+

i 〉 al estado fundamental del núcleo hijo |0+
f 〉

[SPF04] viene dado por

M2ν
GT =

∑
K=0,±1

∑
mi,mf

〈0+
f ||β

−
K ||ω

mf
K 〉〈ω

mf
K |ω

mi
K 〉〈ω

mi
K ||β

−
K ||0

+
i 〉

(ω
mf
K + ωmiK )/2

(3.29)

La suma se extiende sobre todos los estados 1+ del núcleo intermedio
(�gura 3.1)

Figura 3.1: Representación esquemática de una desintegración 2νββ entre los
estados 0+ como 2 transiciones a través de los estados intermedios 1+.

El solapamiento es necesario ya que los estados intermedios alcanzados
por el estado inicial no son ortogonales a los alcanzados por el estado �nal,
con lo que podemos de�nirlo como

〈ωmfK |ω
mi
K 〉 =

∑
lilf

[
X
ω
mf
K

lf
X
ω
mi
K

li
Y
ω
mf
K

lf
Y
ω
mi
K

li

]
Rlilf 〈BCSf |BCSi〉 (3.30)

donde lilf representan los pares de cuasipartículas πν para los núcleos inicial
y �nal. A su vez Rlilf incluye el solapamiento entre las funciones de onda de
partícula independiente de los estados incial y �nal, siendo

Rlilf = 〈π|π′〉〈ν|ν ′〉
(
uiπu

f
π′ + viπv

f
π′

)(
uiνu

f
ν′ + viνv

f
ν′

)
(3.31)
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Por último una expresión aproximada para el factor de solapamiento
〈BCSf |BCSi〉 sería

〈BCSf |BCSi〉 =
∏
Ωπ

〈BCSf (Ωπ)|BCSi(Ωπ)〉
∏
Ων

〈BCSf (Ων)|BCSi(Ων)〉

≈
∏
Ωπ

NΩπ∏
k=1

(
ufku

i
k + vfkv

i
k

)∏
Ων

NΩν∏
j=1

(
ufj u

i
j + vfj v

i
j

)
(3.32)



56 Desintegración beta



Capítulo 4

Resultados

4.1. Cálculo de las distribuciones de intensidad

Gamow-Teller

4.1.1. Propiedades del estado fundamental

El primer paso que debemos hacer es estudiar las posibles deformaciones
de los núcleos considerados mediante un cálculo de Hartree-Fock con BCS,
descrito en el capítulo 2.

El siguiente paso consiste en efectuar un cálculo similar al anterior pero
sometido a una ligadura cuadrática en en la deformación (sección 2.5). El
resultado es un conjunto de energías del estado fundamental HF+BCS en
función de la deformación cuadrupolar del núcleos. La representación grá�ca
de energía frente a deformación evidencia los mínimos de energía correspon-
dientes a las deformaciones en equilibrio.

Así en las �guras 4.1-4.4 representamos, para cada uno de los núcleos
estudiados, la energía de Hartree-Fock frente al parámetro de deformación
cuadrupolar, utilizando tres fuerzas de Skyrme diferentes: Sk3, SG2 y SLy4.
El parámetro de deformacion viene dado por

β =

√
π

5

Qp

Z〈r2
c〉

(4.1)

y depende del momento cuadrupolar Qp, del radio cuadrático medio de carga
y del número atómico Z.



58 Resultados

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
β

0

2

4

6

8

10

E
 [

M
eV

]

Sk3
SG2
SLy4

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
β

48
Ca 48

Ti

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
β

0

2

4

6

8

10

E
 [

M
eV

]

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
β

Sk3
SG2
SLy4

76
Ge 76

Se

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
β

0

2

4

6

8

10

E
 [

M
eV

]

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
β

Sk3
SG2
SLy4

82
Se

82
Kr

Figura 4.1: Energía de ligadura en MeV frente al parámetro de deformación
cuadrupolar β para un cálculo de Hartree-Fock con fuerzas de Skyrme Sk3,
SG2 y SLy4 para los núcleos 48Ca -48Ti, 76Ge -76Se y82Se -82Kr.
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Figura 4.2: Lo mismo que en la �gura 4.1 para los núcleos 96Zr -96Mo, 100Mo
-100Ru y 116Cd -116Sn.
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Figura 4.3: Lo mismo que en la �gura 4.1 para los núcleos 128Te -128Xe, 130Te
-130Xe y 136Xe -136Ba.
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Figura 4.4: Lo mismo que en la �gura 4.1 para los núcleos 150Nd y 150Sm.

En las �guras 4.1-4.4 puede verse cómo los cálculos con la fuerza SLy4,
que será la que utilizaremos en los cálculos posteriores, son cualitativamente
semejantes a los que se obtienen con las fuerzas de Skyrme Sk3 y SG2. Los dos
casos discrepantes son los de los núcleos 96Zr y 100Mo. Sin embargo los resulta-
dos con SLy4 son similares a los que se obtienen con una fuerza de Gogny, co-
mo puede verse en la página web http://www-phynu.cea.fr/science_en_

ligne/carte_potentiels_microscopiques/carte_potentiel_nucleaire_

eng.htm. Puede observarse también cómo los cálculos predicen la existencia
de dos mínimos próximos en energía para los núcleos 76Ge, 76Se, 82Se, 82Kr,
116Cd, 116Sn, 128,130Te, 128,130Xe y 136Ba, dando lugar a la posibilidad de co-
existencia de forma en estos isótopos. En el caso de los núcleos 48Ca, 48Ti y
96Mo y 136Xe, la deformación es claramente esférica. Por último, los núcleos
100Ru, 150Nd y 150Sm, muestran una deformación prolada en su estado fun-
damental.

En la tabla 4.1 podemos ver los valores de la deformación cuadrupolar
correspondientes a la mínima energía obtenidos con nuestro modelo para
las tres fuerzas, así como los valores de los mínimos de energía y los radios
cuadráticos medios de carga. En el caso en que se encuentren dos mínimos
muy claros se muestran los valores para ambos mínimos: oblado (con un
parámetro de deformación negativo) y prolado (el parámetro de deformación
es positivo). En algunos núcleos se puede apreciar también un tercer mínimo
con un parámetro de deformación muy próximo a cero, lo que indica que el
núcleo tiene forma esférica.

http://www-phynu.cea.fr/science_en_ligne/carte_potentiels_microscopiques/carte_potentiel_nucleaire_eng.htm
http://www-phynu.cea.fr/science_en_ligne/carte_potentiels_microscopiques/carte_potentiel_nucleaire_eng.htm
http://www-phynu.cea.fr/science_en_ligne/carte_potentiels_microscopiques/carte_potentiel_nucleaire_eng.htm
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Tabla 4.1: Valores de los parámetros de gap para protones y neutrones ∆n

y ∆p (MeV), parámetros b (fm−1) y q de la base del oscilador, deformación
β, mínimo de energía HF ET (MeV) y radio de carga rc (fm) para las fuerzas
de Skyrme Sk3, SG2 y SLy4.

Núcleo Fuerza ∆n ∆p b q β ET rc
48Ca Sk3 1.7 2.2 0.581 1.01 0 -0.418642×103 3.59

SG2 1.7 2.2 0.579 1.00 0 -0.435841×103 3.55

SLy4 1.7 2.2 0.558 1.00 0 -0.418615×103 3.59
48Ti Sk3 1.6 1.9 0.588 1.00 0 -0.420034×103 3.63

SG2 1.6 1.9 0.581 0.98 0 -0.434972×103 3.60

SLy4 1.6 1.9 0.567 0.98 0 -0.420428×103 3.64
76Ge Sk3 1.5 1.6 0.527 0.82 -0.09 -0.658189×103 4.12

0.528 1.39 0.15 -0.659146×103 4.13

SG2 1.5 1.6 0.518 1.40 0.15 -0.680931×103 4.08

SLy4 1.5 1.6 0.507 0.80 -0.06 -0.660848×103 4.10

0.507 1.42 0.13 -0.661684×103 4.11
76Se Sk3 1.7 1.8 0.528 0.73 -0.18 -0.659022×103 4.18

0.530 1.22 0.09 -0.658054×103 4.16

SG2 1.7 1.8 0.524 1.06 0.01 -0.678472×103 4.11

SLy4 1.7 1.8 0.509 0.70 -0.03 -0.662105×103 4.14

0.509 0.99 0 -0.662253×103 4.14
82Se Sk3 1.5 1.4 0.521 1.31 0.12 -0.711258×103 4.20

SG2 1.5 1.4 0.500 0.77 -0.10 -0.732556×103 4.16

0.509 1.30 0.14 -0.733609×103 4.16

SLy4 1.5 1.4 0.485 0.75 -0.09 -0.711722×103 4.18

0.489 1.27 0.14 -0.712772×103 4.18
82Kr Sk3 1.6 1.7 0.521 1.25 0.09 -0.712208×103 4.24

SG2 1.6 1.7 0.512 1.31 0.10 -0.732618×103 4.19

SLy4 1.6 1.7 0.501 0.80 -0.07 -0.714436×103 4.22

0.501 1.41 0.11 -0.714909×103 4.22
96Zr Sk3 0.8 1.5 0.494 0.76 -0.17 -0.820659×103 4.43

0.495 1.48 0.21 -0.821066×103 4.44

SG2 0.8 1.5 0.476 1.01 0 -0.846056×103 4.341829

0.482 1.29 0.16 -0.845676×103 4.37

SLy4 0.8 1.5 0.446 0.89 -0.01 -0.826047×103 4.37
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Núcleo Fuerza ∆n ∆p b q β ET rc

96Mo Sk3 1.0 1.5 0.491 1.42 0.15 -0.825218×103 4.45

SG2 1.0 1.5 0.484 1.10 0.02 -0.846818×103 4.37

SLy4 1.0 1.5 0.453 0.84 0.02 -0.830111×103 4.40
100Mo Sk3 1.3 1.6 0.485 0.72 -0.18 -0.853639×103 4.50

0.486 1.62 0.25 -0.854532×103 4.52

SG2 1.3 1.6 0.449 0.57 0.20 -0.878580×103 4.47

0.476 1.38 0.17 -0.878458×103 4.44

SLy4 1.3 1.6 0.442 0.61 -0.18 -0.858000×103 4.48
100Ru Sk3 1.3 1.6 0.487 1.45 0.18 -0.856762×103 4.52

SG2 1.3 1.6 0.467 0.85 -0.09 -0.876580×103 4.45

0.479 1.37 0.16 -0.878040×103 4.46

SLy4 1.3 1.6 0.463 1.32 0.14 -0.860900×103 4.48
116Cd Sk3 1.4 1.5 0.541 0.92 -0.18 -0.980294×103 4.70

0.523 1.05 0.24 -0.980695×103 4.71

SG2 1.4 1.5 0.464 0.80 -0.21 -0.100595×104 4.66

0.464 1.46 0.21 -0.100615×104 4.65

0.464 1.00 0 -0.500605×104 4.61

SLy4 1.4 1.5 0.447 0.80 -0.20 -0.982899×103 4.68

0.454 1.40 0.18 -0.983302×103 4.65
116Sn Sk3 1.2 1.8 0.540 1.00 -0.15 -0.980480×103 4.71

0.525 1.15 0.28 -0.980480×103 4.76

SG2 1.2 1.8 0.456 0.95 -0.06 -0.100333×104 4.65

0.463 1.29 0.27 -0.100357×104 4.70

SLy4 1.2 1.8 0.458 0.80 -0.12 -0.984356×103 4.67

0.444 1.40 0.25 -0.983803×103 4.72

0.458 1.00 0 -0.984309×103 4.66
128Te Sk3 1.3 1.1 0.550 1.20 0.06 -0.107562×104 4.80

SG2 1.3 1.1 0.455 1.22 0.06 -0.110255×104 4.74

SLy4 1.3 1.1 0.453 0.80 -0.02 -0.107718×104 4.75

0.453 1.40 0.06 -0.107764×104 4.75
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Núcleo Fuerza ∆n ∆p b q β ET rc

128Xe Sk3 1.3 1.3 0.550 0.79 -0.13 -0.107358×104 4.84

0.554 1.30 -0.15 -0.107423×104 4.84

SG2 1.3 1.3 0.500 1.00 -0.13 -0.109658×104 4.79

0.548 1.13 0.15 -0.109708×104 4.78

SLy4 1.3 1.3 0.500 1.00 -0.13 -0.107528×104 4.80

0.536 1.15 0.14 -0.107558×104 4.79
130Te Sk3 1.2 1.1 0.550 1.02 0 -0.109140×104 4.81

SG2 1.2 1.1 0.454 1.09 0.02 -0.111955×104 4.75

SLy4 1.2 1.1 0.453 0.80 -0.01 -0.109234×104 4.76

0.453 1.20 0.03 -0.109292×104 4.76
130Xe Sk3 1.3 1.3 0.551 0.80 -0.10 -0.109072×104 4.85

0.548 1.24 0.11 -0.109087×103 4.85

SG2 1.3 1.3 0.480 0.95 -0.09 -0.111460×104 4.79

0.544 1.11 0.11 -0.111513×104 4.79

SLy4 1.3 1.3 0.462 0.60 -0.08 -0.109041×104 4.80

0.462 1.12 0.10 -0.109252×103 4.80
136Xe Sk3 1.4 1.0 0.545 0.99 0 -0.113888×104 4.88

SG2 1.4 1.0 0.543 1.01 0 -0.116663×104 4.82

0.452 1.08 0.01 -0.116698×104 4.81

SLy4 1.4 1.0 0.531 1.01 0 -0.113836×104 4.83

0.453 1.12 0.01 -0.113863×103 4.82
136Ba Sk3 1.0 1.3 0.547 1.00 0 -0.113807×104 4.90

SG2 1.0 1.3 0.452 1.20 0.06 -0.116283×104 4.85

0.542 1.15 0.02 -0.116248×104 4.84

SLy4 1.0 1.3 0.490 0.83 0.06 -0.113854×104 4.86

0.530 1.22 0.04 -0.113838×103 4.85
150Nd Sk3 1.1 1.2 0.544 0.89 -0.18 -0.122512×104 5.09

0.531 1.35 0.26 -0.122942×103 5.11

SG2 1.1 1.2 0.440 0.79 -0.18 -0.125733×104 5.02

0.524 1.39 0.26 -0.125929×104 5.06

SLy4 1.1 1.2 0.434 0.80 -0.17 -0.122808×104 5.03

0.480 1.11 0.25 -0.123022×103 5.06
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Núcleo Fuerza ∆n ∆p b q β ET rc

150Sm Sk3 1.2 1.4 0.550 0.94 -0.14 -0.122896×104 5.09

0.529 1.33 0.20 -0.123132×103 5.11

SG2 1.2 1.4 0.445 0.88 -0.13 -0.125609×104 5.03

0.531 1.28 0.20 -0.125742×104 5.05

SLy4 1.2 1.4 0.525 0.89 -0.13 -0.123077×104 5.04

0.522 1.32 0.20 -0.123330×103 5.05

4.1.2. Distribuciones de intensidad Gamow-Teller

Como hemos dicho en el capítulo 2, para describir las transiciones GT es
necesario añadir una interacción residual de espín-isospín al campo medio.
Esta interacción contiene dos partes, partícula-hueco (ph) y partícula- partí-
cula (pp).

La interacción en el canal ph es responsable de la posición y estructura
de la resonancia gigante de GT, mientras que la interacción pp es una fuerza
de apareamiento neutrón-protón en el canal de acoplo Jπ = 1+. Para repro-
ducir la energía de la resonancia es común ajustar la constante χphGT , como se
verá más adelante, mientras que la constante de acoplo κppGT de la fuerza pp
determina en gran medida las vidas medias de los núcleos.

Una posible manera de elegir las constantes de acoplo sería siguiendo con
cada uno de los núcleos el procedimiento anterior. Sin embargo, lo que nos
interesa es conseguir una única expresión para cada constante con el �n de
extender este modelo a cualquier otro núcleo. Así, con el �n de conseguir
reproducir la posición de la resonancia gigante en los veinte núcleos utiliza-
dos, determinada experimentalmente por reacciones de tipo (p, n) y (n, p), se
ha utilizado un valor de χph = 11/A MeV y κpp = 2/A MeV, mostradas en
color azul en las �guras que siguen a continuación. En adelante los valores
de estas constantes se mostrarán sin unidades. Asimismo se ha comparado
con los resultados que se obtienen utilizando valores �jos de estas constantes:
χph = 0,15 y κpp = 0,030 [Sar09],[Sar12] (en color rojo en las �guras). Estos
valores �jos se corresponden aproximadamente con los valores χph = 11/A y
κpp = 2/A para el 76Ge (A=76) ya que se trata de un núcleo que se encuentra
en una región de masa intermedia y ha sido bien estudiado.
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En las �guras 4.5-4.14 se representan las distribuciones de intensidad GT
de los núcleos padre B(GT−) y de los núcleos hijo B(GT+). Para representar
estas distribuciones y compararlas con los datos experimentales utilizamos
un folding de gaussianas de anchura Γ = 1 MeV y un factor de quenching de
0.55 como se indicó en la expresion (3.16) (paneles superiores). En el caso de
que el núcleo posea varias deformaciones posibles en el equilibro, de�nidas en
la tabla 4.1, se muestran sus distribuciones con el �n de determinar con qué
deformación se reproducen mejor los datos experimentales. En los paneles
inferiores se muestra la intensidad GT acumulada, mostrando así al mismo
tiempo la estructura detallada de la distribución y su comportamiento global
en función de la intensidad total contenida hasta cierta energía de excitación.
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Figura 4.5: Figuras superiores: Distribuciones de intensidad Gamow-Teller
(GT+ y GT−) para los núcleos 48Ca y 48Ti, representadas frente a la energía
de excitación correspondientes al núcleo hijo. Las líneas rojas representan
la intensidad que se obtiene con interacciones residuales χph = 0,15 MeV
κpp = 0,030 MeV, mientras que para las líneas azules χph = 11/A MeVy
κpp = 2/A MeV. Figuras inferiores: sumas acumuladas de la intensidad GT.
Los datos experimentales se han obtenido de la referencia [Yako09]
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Figura 4.6: Lo mismo que en la �gura 4.5 para los núcleos 76Ge y 76Se. Se
muestran las distribuciones que se obtienen si las deformaciones en equilibrio
fueran prolada (línea continua), oblada (línea a trazos) y esférica (línea de
puntos y trazos). Los datos experimentales se han obtenido de la referencia
[Hel97] para el germanio y de [Mad89] para el selenio
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Figura 4.7: Lo mismo que en la �gura 4.5 para los núcleos 82Se y 82Kr. Los
datos experimentales se han obtenido de la referencia [Mad89]
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Figura 4.8: Lo mismo que en la �gura 4.5 para los núcleos 96Zr y 96Mo.
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Figura 4.9: Lo mismo que en la �gura 4.5 para los núcleos 100Mo y 100Ru.
Los datos experimentales se han obtenido de la referencia [Aki97]



72 Resultados

0

5

10

15

20

25

30
B

(G
T

- )

Exp.data

χ
ph

, κ
pp

 fixed sph.

χ
ph

(A), κ
pp

(A) sph.

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

B
(G

T
+
)

χ
ph

, κ
pp

 fixed obl.

χ
ph

(A), κ
pp

(A) obl.

0 5 10 15 20 25
E

ex
 [MeV]

0

10

20

30

40

50

Σ 
B

(G
T

- )

χ
ph

, κ
pp

 fixed prol.

χ
ph

(A), κ
pp

(A) prol.

0 5 10 15 20 25
E

ex
 [MeV]

0

0.5

1

1.5

Σ 
B

(G
T

+
)

116
Cd

116
Sn

116
Cd

116
Sn

Figura 4.10: Lo mismo que en la �gura 4.5 para los núcleos 116Cd y 116Sn.
Los datos experimentales se han obtenido de la referencia [Aki97]
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Figura 4.11: Lo mismo que en la �gura 4.5 para los núcleos 128Te y 128Xe.
Los datos experimentales se han obtenido de la referencia [Mad89]
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Figura 4.12: Lo mismo que en la �gura 4.5 para los núcleos 130Te y 130Xe.
Los datos experimentales se han obtenido de la referencia [Mad89]
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Figura 4.13: Lo mismo que en la �gura 4.5 para los núcleos 136Xe y 136Ba.



76 Resultados

0

5

10

15

20

25

30
B

(G
T

- )

Exp. data

χ
ph

, κ
pp

 fixed obl.

χ
ph

, κ
pp

 fixed prol.

χ
ph

(A), κ
pp

(A) obl.

χ
ph

(A), κ
pp

(A) prol.

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

B
(G

T
+
)

0 5 10 15 20 25 30
E

ex
 [MeV]

0

10

20

30

40

50

Σ 
B

(G
T

- )

0 5 10 15 20 25 30
E

ex
 [MeV]

0

0.25

0.5

0.75

1

1.25

Σ 
B

(G
T

+
)

150
Nd

150
Sm

150
Nd 150

Sm

Figura 4.14: Lo mismo que en la �gura 4.5 para los núcleos 150Nd y 150Sm.
Los datos experimentales se han obtenido de la referencia [Gue11]

A la vista de estas �guras podemos concluir que:

En general la distribución B(GT−) del núcleo padre es mucho mayor
que B(GT+) del núcleo hijo. Esto es compatible con la regla de suma
de Ikeda por la cual

B(GT−)−B(GT+) = 3(N − Z) (4.2)

En el caso de las distribuciones B(GT−), obtenidas mediante reacciones
tipo (p, n) se describe muy bien la intensidad total GT, coincidiendo
casi por completo con la información experimental.

La posición de la resonancia gigante se ajusta muy bien a los datos
experimentales usando el valor de la intensidad χGTph = 11/A, especial-
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mente para los núcleos más pesados (A=100, 116, 128, 130 y 150). El
valor �jo χGTph = 0,15 por su parte no satisface tan bien dicha posición.

Se observa que el principal efecto de incrementar (disminuir) la in-
tensidad χGTph es un desplazamiento de la distribución hacia energías
mayores (menores), acompañado por una ligera reducción de la misma.
Esta reducción se aprecia con mayor claridad en el caso de B(GT+).

También se aprecia que con las deformaciones de equilibrio que se obte-
nían en las grá�cas 4.1-4.4 logramos unas distribuciones que se ajustan
satisfactoriamente a los datos experimentales.

Cabe destacar que con un ajuste local se podría mejorar tanto la posición
de la resonancia gigante como la distribución total GT de cada nucleo. Sin
embargo ese no es nuestro propósito, ya que lo que buscamos es conseguir
una descripción conjunta de los núcleos desde A=40 hasta A=150.

En conclusión, somos capaces de describir mediante un formalismo único
(en el sentido en que se usa la misma fuerza de Skyrme y las mismas constan-
tes de acoplo residual χph(A) y κpp(A) para todos los núcleos considerados)
tanto la intensidad total de la distribución como la posición de la resonancia
gigante Gamow-Teller.

4.1.3. Distribuciones B(GT) a bajas energías

Desafortunadamente, las medidas que se extraen de las reacciones de tipo
(p, n) o (n, p) tienen muy poca resolución a bajas energías (∼ 1 MeV), con lo
que realizar espectroscopía de los estados cercanos al estado fundamental se
convierte en un verdadero problema. Con el uso de reacciones más complejas,
como (3He, t) o (t,3He) y (2He, d) o (d,2He) se han conseguido resoluciones
de hasta 110-300 keV.

Así, con los datos experimentales obtenidos de estas reacciones, podemos
repetir el procedimiento anterior, con el �n de observar si nuestro modelo
teórico se ajusta bien a bajas energías. En este caso trabajamos únicamente
con los valores de las constantes de acoplamiento χph = 11/A y κpp = 2/A,
ya que como hemos visto, reproducen mejor la posición de la resonancia GTR.
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Figura 4.15: Lo mismo que la �gura 4.5 para bajas energías de excitación.
Los datos experimentales se han obtenido de la referencia [Gre07]para el 48Ca
y de [Rak04] para el 48Ti
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Figura 4.16: Lo mismo que la �gura 4.6 para bajas energías de excitación.
Los datos experimentales se han obtenido de la referencia [Thi12a] para el
76Ge y de [Gre08] para el 76Se
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Figura 4.17: Lo mismo que la �gura 4.8 para bajas energías de excitación.
Los datos experimentales se han obtenido de la referencia [Thi12b]
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Figura 4.18: Lo mismo que la �gura 4.9 para bajas energías de excitación.
Los datos experimentales se han obtenido de la referencia [Thi12c]



82 Resultados

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5
B

(G
T

- )

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

B
(G

T
+
)

Exp. Data

0 0,5 1 1,5 2 2,5
E

ex
 [MeV]

0

0,2

0,4

0,6

0,8

Σ 
B

(G
T

- )

χ
ph

(A), κ
pp

(A) sph.

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5
E

ex
 [MeV]

0

0.3

0.6

0.9

1.2

Σ 
B

(G
T

+
)

χ
ph

(A), κ
pp

(A) obl.

κ
ph

(A), κ
pp

(A) prol.

116
Cd 116

Sn

116
Cd

116
Sn

Figura 4.19: Lo mismo que la �gura 4.10 para bajas energías de excitación.
Los datos experimentales se han obtenido de la referencia [Aki97] para el
116Cd y de [Rak05] para el 116Sn
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Figura 4.20: Lo mismo que la �gura 4.11 para bajas energías de excitación.
Los datos experimentales se han obtenido de la referencia [Pup12]



84 Resultados

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

B
(G

T
- )

Exp. data
χ

ph
(A), κ

pp
(A) obl.

χ
ph

(A), κ
pp

(A) prol.

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
E

ex
 [MeV]

0

0,2

0,4

0,6

0,8
1

1,2

1,4

Σ 
B

(G
T

- )

130
Te

130
Te

Figura 4.21: Lo mismo que la �gura 4.12 para bajas energías de excitación.
Los datos experimentales se han obtenido de la referencia [Pup12]
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Figura 4.22: Lo mismo que la �gura 4.13 para bajas energías de excitación.
Los datos experimentales se han obtenido de la referencia [Pup11]
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Figura 4.23: Lo mismo que la �gura 4.14 para bajas energías de excitación.
Los datos experimentales se han obtenido de la referencia [Gue11]

Tras el estudio de estas �guras podemos concluir que en general no se
consigue una buena descripción de la distribución GT a bajas energías. Pero
a pesar de que no somos capaces de realizar una espectroscopía detallada,
en la mayoría de los casos la intensidad total contenida en el rango de bajas
energías se reproduce aceptablemente. Esto es así especialmente en los casos
de 48Ca, 76Ge, 100Mo, 116Cd, 116Sn, 128Te, 130Te, 150Nd y 150Sm.
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4.1.4. Papel de los parámetros de cálculo

Para observar la dependencia de resultados frente a los diferentes paráme-
tros de cálculo utilizados,tales como las posibles deformaciones de los núcleos,
el tipo de fuerza de Skyrme utilizada o la fuerza residual, vamos a centrarnos
únicamente en dos pares de núcleos, los correspondientes al número másico
A = 116 y A = 150, para los que existen datos experimentales en ambas
parejas de núcleos y no han sido su�cientemente analizados hasta ahora.

Como se ha visto en las �guras 4.5-4.14, la deformación juega un papel
importante en las distribuciones de intensidad. En primer lugar, la deforma-
ción rompe la degeneración de las capas esféricas, con lo que las distribuciones
GT correspondientes a núcleos deformados estarán mucho más fragmentadas
que las esféricas, como puede verse si comparamos por ejemplo las �guras
4.5 y 4.14. Además el carácter prolado y oblado de la forma nuclear puede
llevar en algunos casos a per�les similares de intensidad, como ocurre en los
núcleos con A=82 (�gura 4.7), o a diferencias notables entre las distribucio-
nes de intensidad, como sucede en los isótopos del kriptón [SME98]. De esta
manera podemos obtener información de la forma de un núcleo analizando
solo la estructura de la desintegración beta.

Como ya se ha comentado antes, la interacción residual tiende a reducir
la intensidad. Esto se puede comprobar en las �guras 4.24 y 4.25 para los
núcleos 150Nd y 116Cd con diferentes valores de la fuerza de acoplamiento
χGTph y κGTpp de la interacción VGT .

En el panel de la izquierda se muestra la dependencia de las distribucio-
nes de intensidad GT con la constante de acoplo χGTph para un valor �jo de la
costante κGTpp = 2/A. Así observamos que el principal efecto de incrementar la
intensidad de χGTph es un desplazamiento de la distribución hacia energías ma-
yores, acompañado de una ligera reducción de la misma. Con lo que podemos
concluir que esta constante juega un papel importante a la hora de reproducir
la resonancia gigante de estos núcleos. Esto se puede ver de manera aún mas
clara en la �gura 4.14, donde se pasa de un valor de χGTph = 0,15 a χGTph = 0,07
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Figura 4.24: Distribuciones de intensidad Gamow-Teller en 150Nd para diver-
sas intensidades de las fuerza residuales χph (izquierda) y κpp (derecha).
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Figura 4.25: Lo mismo que la �gura 4.24 en 116Cd.

Sin embargo el pico de la GTR es casi insensible a la variación de la
constante de acoplamiento κGTpp ; en el panel de la derecha de ambos núcleos
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se muestran las distribuciones de intensidad GT para un valor constante de
χGTph = 12/AMeV y para diversos valores de κGTpp . Observamos que la posición
de la resonancia no varía de forma apreciable, pero más adelante veremos que
sí lo harán las vidas medias de los procesos 2νββ.

La reducción de la distribución a medida que se incrementa χGTph también
se observa a bajas energías, como se muestra en la �gura 4.26.
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Figura 4.26: Lo mismo que las �guras 4.24 y 4.25 a bajas energías.

Otro aspecto interesante es comprobar el efecto que tiene la interacción
de Skyrme sobre las distribuciones de intensidad. Para ello comparamos las
�guras 4.14 y 4.10, donde se ha empleado la fuerza de Skyrme SLy4 en los
cálculos, con las �guras 4.27 y 4.28, donde se ha empleado la fuerza SG2.
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Figura 4.27: Lo mismo que en la �gura 4.14 para una fuerza de Skyrme SG2
y constantes de acoplamiento χph = 11/A y κpp = 2/A



4.1 Cálculo de las distribuciones de intensidad Gamow-Teller 91

0

5

10

15

20

25

30

B
(G

T
- )

Exp.data

χ
ph

(A), κ
pp

(A) sph.

0

0.1

0.2

0.3

B
(G

T
+
)

χ
ph

(A), κ
pp

(A) obl.

χ
ph

(A), κ
pp

(A) prol.

0 5 10 15 20 25
E

ex
 [MeV]

0

10

20

30

40

50

Σ 
B

(G
T

- )

0 5 10 15 20 25
E

ex
 [MeV]

0

0,5

1

1,5
Σ 

B
(G

T
+
)

116
Cd

116
Sn

116
Cd

116
Sn

Figura 4.28: Lo mismo que en la �gura 4.10 para una fuerza de Skyrme SG2
y constantes de acoplamiento χph = 11/A y κpp = 2/A

Puede verse como, aunque el patrón de la distribución de intensidad GT
sea el mismo que en las �guras anteriores, se encuentra ligeramente despla-
zado hacia energías menores, con lo que necesitaríamos un valor mayor de
χph para reproducir la posición de la resonancia gigante.
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4.2. Elementos de matriz doble beta

En esta sección analizaremos el efecto de la deformación nuclear sobre
la doble desintegración beta con emisión de neutrinos, así como el efecto de
las interacciones residuales. Para ello, estudiaremos los elementos de matriz
2νββ para la desintegración de los núcleos 116Cd → 116Sn y 150Nd → 150Sm
y los compararemos con los que se extraen a partir de las vidas medias de
[Bar06].

Comenzaremos por estudiar la sensibilidad a la deformación de los nú-
cleos padre e hijo de los elementos de matriz de estructura nuclear M2ν

GT . En
la �gura 4.29 se representa el elemento de matriz M2ν

GT como función de la
energía de excitación máxima considerada en el núcleo intermedio virtual pa-
ra distintas deformaciones del padre y del hijo en el caso de 150Nd → 150Sm.
Los cálculos se han llevado a cabo utilizando los valores de la tabla 4.2. Así
mismo, se muestran en la �gura los valores experimentales de M2ν

GT (regiones
grises) obtenidos a partir de las vidas medias experimentales de la referencia
[Bar06]. A partir de las vidas medias y los correspondientes valores cinemá-
ticos G2ν (3.25), obtenemos dos valores experimentales que se corresponden
con los límites superior e inferior de la región en gris: en uno de ellos supo-
nemos de la constante de acoplo axial es gA/gV = 1,25 y en el otro gA/gV = 1.

Tabla 4.2: Valores de los parámetros de gap para protones y neutrones
∆n y ∆p (MeV), parámetros b y q, deformación del estado fundamental β y
constantes de acoplo de la interacción residual χph y κpp para la desintegración
150Nd → 150Sm.

Deformación Núcleo ∆n ∆p b q β χph[MeV] κpp[MeV]

Prolada 150Nd 1.1 1.2 0.5 1.2 0.25 0.07 0.013
150Sm 1.2 1.4 0.19

Oblada 150Nd 1.1 1.2 0.5 0.8 -0.18 0.07 0.013
150Sm 1.2 1.4 -0.14

Esférica 150Nd 1.1 1.2 0.5 1.0 0.02 0.07 0.013
150Sm 1.2 1.4 0
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Figura 4.29: Elementos de matriz nucleares de la doble desintegración beta
del núcleo 150Nd para varias deformaciones del padre y del hijo en función de
la energía de excitación máxima considerada en el núcleo intermedio virtual.

Como vemos en la �gura 4.29, nuestros valores teóricos se diferencian de
los obtenidos a partir de las vidas medias en un factor 2-3. Puesto que a
la vista de la �gura 4.4, la deformación en el equilibrio es la prolada tanto
en el núcleo 150Nd como en el 150Sm, en adelante solo consideraremos dicha
aproximación.

A continuación vamos a evaluar los elementos de matriz M2ν
GT en fun-

ción de la intensidad partícula-partícula κpp. Como se ve en la �gura 4.30,
con una deformación prolada de ambos núcleos, se necesitaría una constante
κpp ≈ 0,06 para reproducir correctamente el valor experimental.
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Figura 4.30: Elementos de matriz de doble desintegración beta para el núcleo
150Nd en función de la interacción residual κpp.
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Figura 4.31: Elementos de matriz de doble desintegración beta para el núcleo
150Nd con una deformación experimental β = 0,285 en función de la energía
de excitación máxima considerada en el núcleo intermedio virtual.
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Para apreciar aun más la sensibilidad de los elementos de matriz M2ν
GT

frente a la deformación nuclear, vemos en la �gura 4.31 que utilizando una
deformación nuclear para el núcleo 150Nd ligeramente distinta de la utilizada,
βNd = 0,247, se consigue variar considerablemente estos elementos. Con el
valor experimental βNd(exp)= 0,285 [Ram87] se consigue una mejora sustan-
cial de nuestro resultado anterior.

Con el �n de ilustrar mejor el efecto de la deformación en los elementos de
matriz, estudiamos la desintegración doble beta del núcleo 116Cd (�gura 4.32).
Así pues, hay que tener en cuenta que ahora no tenemos una deformación en
el equilibrio tan clara como con el núcleo anterior, tal y como podía verse en
la �gura 4.2. Las deformaciones consideradas pueden verse en la tabla 4.3.

Tabla 4.3: Valores de los parámetros de gap para protones y neutrones
∆n y ∆p (MeV), parámetros b y q, deformación del estado fundamental β y
constantes de acoplo de la interacción residual χph y κpp para la desintegración
116Cd → 116Sn.

Deformación Núcleo ∆n ∆p b q β χph[MeV] κpp[MeV]

Prolada 116Cd 1.4 1.5 0.45 1.4 0.18 0.09 0.017
116Sn 1.2 1.8 0.24

Oblada 116Cd 1.4 1.5 0.45 0.8 -0.10 0.09 0.017
116Sn 1.2 1.8 -0.14

Esférica 116Cd 1.4 1.5 0.45 1.0 -0.02 0.09 0.017
150Sn 1.2 1.8 0

Prolada 116Cd 1.4 1.5 0.45 1.4 0.18 0.09 0.017

Esférica 116Sn 1.2 1.8 0

Oblada 116Cd 1.4 1.5 0.45 0.8 -0.10 0.09 0.017

Esférica 116Sn 1.2 1.8 0

Esférica 116Cd 1.4 1.5 0.45 0.8 0 0.09 0.017

Oblada 116Sn 1.2 1.8 -0.14

Esférica 116Cd 1.4 1.5 0.45 1.4 0 0.09 0.017

Prolada 116Sn 1.2 1.8 0.24
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Figura 4.32: Elementos de matriz de doble desintegración beta para el núcleo
116Cd en función de las deformaciones del padre y del hijo.
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En general podemos decir que una deformación similar de los núcleos pa-
dre e hijo produce elementos de matriz M2ν

GT sobreestimados, especialmente
cuando en ambos núcleos predomina la deformación oblada. Al considerar
deformaciones distintas (compatibles con la deformación consistente), estos
elementos sufren una drástica reducción. Los mejores resultados son los que se
consiguen considerando una deformación oblada (esférica) en el núcleo padre
y una deformación esférica (oblada) en el núcleo hijo. Observamos además
que en la transición de padre esférico a hijo prolado, el elemento de matriz
se reduce considerablemente comparado con los casos de esférico a esférico
o prolado a prolado. En la referencia [Alv04] se estudia esta dependencia de
las deformaciones, llegándose a la conclusión de que los elementos de matriz
M2ν

GT toman los valores máximos cuando las deformaciones del padre y del
hijo son aproximadamente iguales, y estos decrecen rápidamente al aumentar
la diferencia entre la deformación del padre y la del hijo.
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Capítulo 5

Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos estudiado las distribuciones de intensi-
dad GT en las dos ramas GT− y GT+ en procesos de doble desintegración
beta, centrándonos en 10 parejas de núcleos con�rmados como emisores do-
ble beta: 48Ca → 48Ti, 76Ge → 76Se, 82Se → 82Kr, 96Zr → 96Mo, 100Mo →
100Ru, 116Cd → 116Sn, 128Te → 128Xe, 130Te → 130Xe, 136Xe → 136Ba, 150Nd
→ 150Sm, así como los elementos de matriz de doble desintegración beta con
emisión de dos neutrinos para los núcleos 116Cd → 116Sn y 150Nd → 150Sm.

Hemos comenzado por exponer el método utilizado, basado en un cam-
po medio Hartree-Fock axialmente deformado con fuerzas efectivas nucleón-
nucleón de tipo Skyrme y con correlaciones de apareamiento en aproximación
BCS. Mediante calculos de HF con ligadura en la deformación se obtienen las
energías correspondientes a las deformaciones cuadrupolares (β) que pueden
tener los núcleos considerados.

Una vez obtenida la descripción de la estructura nuclear para cada núcleo,
tratamos las intensidades de las posibles transiciones de Gamow-Teller bajo
una aproximación QRPA con correlaciones espín-isospín de tipo partícula-
hueco y partícula-partícula. Mediante reacciones de intercambio de carga de
tipo (p, n) o (3He, t) se estudian los procesos GT− que conectan el estado
fundamental del núcleo padre (0+ al ser par-par) para una deformación de
equilibrio dada con los estados excitados en el núcleo intermedio (1+ por las
reglas de selección de transiciones GT). Mediante reacciones de tipo (n, p) o
(t,3He), se estudian los procesos GT+ que conectan el estado fundamental
del núcleo hijo 0+ con los estados 1+ del núcleo intermedio.

Una gran ventaja de este método es su amplia aplicabilidad tanto a nú-
cleos esféricos como deformados a lo largo de la carta de núcleos. Los méritos
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de esta aproximación son bien conocidos ([SMN96], [SMN97], [FQKV73],
[VB72], [Vau73], [AW95], [BT75], [Bei75]...). Además mediante el procedi-
miento descrito, somos capaces de tratar tanto las excitaciones como el es-
tado fundamental de forma autoconsistente y sin apenas parámetros libres.
Esto nos proporciona mayor �abilidad a la hora de estudiar núcleos alejados
del valle de la estabilidad para los que no es posible tener un ajuste local de
parámetros y es necesario usar extrapolaciones de ajustes a núcleos estables.

Los principales resultados obtenidos pueden resumirse como siguen:

Hemos comenzado estudiando la deformación del estado fundamental de
los núcleos mencionados arriba. Se obtuvieron deformaciones próximas en
energía para los núcleos 76Ge, 76Se, 82Se, 82Kr, 116Cd, 116Sn, 128,130Te, 128,130Xe
y 136Ba, dando lugar a la posibilidad de coexistencia de forma en estos isó-
topos. En el caso de los núcleos 48Ca, 48Ti y 96Mo y 136Xe, se encontró una
solución esférica. Por último, los núcleos 100Ru, 150Nd y 150Sm, muestran una
deformación prolada en su estado fundamental. Hemos comprobado además
que estos resultados no dependen apenas de la interacción efectiva de Skyrme
(Sk3, SG2 o SLy4) utilizada.

A continuación hemos analizado las distribuciones Gamow-Teller con el
�n de contrastar nuestros resultados con los datos experimentales disponi-
bles, obtenidos a partir de reacciones de intercambio de carga (n, p) - (p, n)
en todo el rango energético y (3He, t) - (t,3He) en el rango de bajas ener-
gías. Así mismo se ha visto cómo estas distribuciones de intensidad dependen
signi�cativamente de la deformación del núcleo. Se han considerado también
diferentes valores de las constantes de acoplo de la interacción residual (χph
y κpp), con el objetivo de ver cómo varía la distribución GT, obteniéndose
mayor a�nidad con los valores experimentales en el caso de los valores de-
pendientes del número másico, esto es, χph = 11/A MeV y κpp = 2/A MeV.

A partir de las distribuciones energéticas GT− para los núcleos padre y
GT+ para los núcleos hijo, hemos obtenido el elemento de matriz M2ν

GT de
doble desintegración beta con emisión de dos neutrinos de 116Cd → 116Sn y
150Nd → 150Sm. Lo primero que se ha observado es la gran dependencia del
elemento de matriz con la diferencia de deformación entre los núcleos padre
e hijo, obteniéndose valores máximos del elemento de matriz cuando ambas
deformaciones son iguales. Lo segundo que se ha estudiado es, una vez �ja-
da la deformación, la dependencia de M2ν

GT con la constante de acoplo de la
interacción residual partícula-partícula κpp.
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En conclusión, hemos sido capaces de reproducir las propiedades gene-
rales de las distribuciones de intensidad Gamow-Teller (intensidad total y
posición de la resonancia) de los núcleos estudiados. Sin embargo las propie-
dades que implican espectroscopía en detalle (en especial a bajas energías)
no están tan bien descritas. Hemos analizado la dependencia de los elementos
de matriz nucleares M2ν

GT con la deformación nuclear y los parámetros de las
fuerzas residuales, obteniendo un buen acuerdo con los datos experimentales
para valores de estos parámetros dentro de los rangos esperados. Este resul-
tado es un importante punto de partida para estudiar en un futuro la doble
desintegración beta sin emisión de neutrinos, pieza clave para el análisis de
la física más allá del Modelo Estándar.
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