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Capitulo 1

Introduccion

A pesar de la falta de una definicién precisa, el caos cuantico es una discipli-
na muy estudiada; el gran nimero de publicaciones en revistas internacionales de
prestigio, como Physical Review Letters, es una buena muestra de ello. Desde 1984,
ano en el que Bohigas, Giannoni y Schmit formularon la conjetura BGS, hasta el
dia de hoy, el caos cuantico ha pasado de ser una disiplina casi cualitativa, basada
en la comparacion de fluctuaciones espectrales con la teoria de matrices aleatorias,
a tener importantes cimientos teéricos fundamentados en la teoria semiclasica. No
obstante, aiin sigue siendo un pequeno misterio por qué sistemas tan dispares como
un billar cuantico y un nicleo atémico tienen propiedades comunes.

En esta tesis doctoral pretendemos incardinar un nuevo concepto a la teoria del
caos cuantico. El modo més habitual (y més citado en la literatura) de discernir en-
tre un sistema cuantico integrable o regular y un sistema cuéntico cadtico consiste
en analizar las fluctuaciones del espectro de energia; grosso modo, la comparaciéon
de estas fluctuaciones con las de una secuencia completamente aleatoria y con las de
espectros procedentes de la teoria de matrices aleatorias determina si el sistema en
estudio es integrable o cadtico. A pesar de la existencia de algunos contraejemplos,
este método se ha mostrado muy eficaz y ha devenido en paradigma; sin embargo,
adolece de una cierta dificultad conceptual: todos los estadisticos desarrollados para
llevarlo a la préctica s6lo son ttiles en el marco de la teoria del caos cuantico, de
forma que a veces no resulta sencillo interpretarlos cualitativamente. EI cuerpo de
la presente tesis doctoral se centra en el desarrollo y la aplicacion de técnicas alter-
nativas para el anélisis de las fluctuaciones espectrales: técnicas tales que permiten
la comparacion de estas fluctuaciones con las que aparecen en otros muchos ambitos
de la naturaleza y que sélo tienen en comun su elevada complejidad.

En el capitulo 2 presentamos un amplio resumen de la formulacion y la fenomeno-
logia del caos en mecanica clasica y en mecanica cuéntica. Algunos de los conceptos
que se explican en él estan, quiza, méas alla de lo que es necesario para la comprensiéon
de los resultados que presentamos en capitulos posteriores; su inclusioén, empero, es-
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ta justificada por completitud y para que el lector conozca todas las contradicciones
que hacen imposible definir el caos cuantico de forma tan simple como se define el
caos en mecanica clasica.

En el capitulo 3 esbozamos las técnicas de andlisis de series temporales necesa-
rias para comprender los calculos que realizamos a lo largo de la tesis. Ademas, al
final del capitulo se incluye un resultado importante sobre la estructura de correla-
cion del ruido 1/f. A pesar de no ser estrictamente novedoso, este resultado puede
considerarse una contribucién original porque es desconocido para la mayoria de los
autores.

El capitulo 4 constituye el cuerpo central de la tesis. En primer lugar, definimos
el estadistico que utilizamos en todos los capitulos posteriores: la funcion ¢,, que
mide la desviacion de cada nivel del espectro con respecto a su wvalor medio. Una
vez definido, empleamos este nuevo estadistico para estudiar las fluctuaciones de
un gran nimero de sistemas cuanticos, cada uno de los cuales puede considerarse
un buen representante de la gran variedad de sistemas cuénticos que existen en la
naturaleza: colectividades de matrices aleatorias, como ejemplo de modelos tedricos;
billares cuénticos, tanto integrables como cadticos, simulados y realizados experi-
mentalmente, como ejemplos del caos en sistemas de una sola particula; y el nicleo
atomico, calculado en aproximacion del modelo de capas, como ejemplo del caos en
un sistema cuantico de muchos cuerpos sin anélogo clésico, es decir, que no admite
descripcién en aproximacion semclasica. El analisis de todos estos sistemas da lugar
a la siguiente conclusion, que, expresada en forma de conjetura, constituye el princi-
pal resultado de la presente tesis doctoral: las fluctuaciones del espectro de energias
de los sistemas cudnticos cadticos constituyen un ruido 1/f.

En el capitulo 5 realizamos una derivaciéon teérica de la conjetura que se acaba
de presentar. En el caso de sistemas caoéticos, utilizamos la teoria de matrices aleato-
rias como punto de partida para esa demostracion, y mostramos que la aproximaciéon
semiclasica conduce al mismo resultado, al menos dentro del rango de energias en
el cual las fluctuaciones del espectro de energias dependen sblo de las propieda-
des globales de la dinamica. En el caso de los sistemas integrables, realizamos una
derivacion més sencilla basada tnicamente en la independencia estadistica de los
niveles del espectro. Ambas expresiones teéricas se validan comparandolas con los
resultados obtenidos en el capitulo anterior.

El capitulo 6 est4 dedicado a los sistemas cuya dindmica no tiene unas propie-
dades globales bien definidas, es decir, a sistemas que no son cadticos ni integrables
0 que constituyen una transicion entre diferentes tipos de comportamiento. Por lo
que se refiere a los sistemas intermedios (ni cadticos ni regulares), estudiamos un
ejemplo fisico: el billar de Robnik, que puede considerarse un paradigma de la transi-
cion regularodad-caos, y la colectividad de matrices aleatorias DGOE; los resultados
obtenidos no permiten formular una conjetura genérica como la del capitulo 4. Ade-
més, estudiamos una segunda coletividad de matrices aleatorias, que denominamos



genéricamente colectividad de matrices Lanczos, y que produce una transicién entre
un sistema cadtico y un espectro de oscilador arménico, que se caracteriza por la
ausencia de fluctuaciones cuénticas; el resultado nos permite concluir que el ruido
1/f es la manifestacion de la repulsion de niveles caracteristica del caos cudntico a
partir de una cierta intensidad.

Por tltimo, en los apéndices se incluyen algunos aspectos técnicos que conviene
separar del cuerpo del trabajo para mantener la continuidad en la lectura. En el
apéndice A se describen las propiedades de las principales colectividades de matri-
ces aleatorias que hemos utilizado. En el apéndice B se adjuntan detalles técnicos,
de definicion y de implementacion, de la transformada de Fourier, que es una herra-
mienta fundamental en todos los céalculos realizados en los capitulos anteriores. Y
en el apéndice C se comenta el proceso de reescalado, que constituye un paso previo
necesario para estudiar las fluctuaciones de los espectros de energias.






Capitulo 2

Caos y mecanica cuantica

El estudio del caos cuantico constituye el ntcleo de la presente tesis doctoral.
En este capitulo se presenta un resumen de los resultados y teorias ya establecidos
en esta disciplina, asi como una descripciéon de la naturaleza y fenomenologia del
caos en mecanica clasica como base para el estudio del caos cuantico. Con todo ello
se pretende que el lector disponga de una amplia base conceptual para la mejor
comprension de los resultados que se presentan en los capitulos posteriores. Por esa
misma razon se evitan los detalles técnicos; el lector interesado en tales detalles
dispone de una amplia bibliografia!

2.1. Origen del caos: mecanica clasica

El caos es ubicuo en la naturaleza: sistemas hamiltonianos, mecanica celeste, flui-
dos, laseres, sistemas 6pticos no lineales, solidos, aceleradores de particulas, plasmas,
reacciones quimicas, dinamica de poblaciones, sistemas biologicos...; la variedad de
sistemas en los que aparece el comportamiento cadtico abarca toda la naturaleza.
Casi todos estos ejemplos son macroscopicos y se describen, bien mediante las leyes
de la dindmica clésica, bien mediante teorias efectivas complejas; en todos los casos,
las ecuaciones resultantes son no lineales y presentan una rica fenomenologia que da
lugar al caos. El estudio de las propiedades de este tipo de sistemas es fundamental
para entender el caos y para buscar su origen y sus manifestaciones en mecénica

!La bibliografia sobre caos clasico y su extension a la mecénica cudntica es muy amplia y muy
heterogénea: incluye desde descripciones conceptuales hasta enfoques puramente matematicos. La
bibliografia que se adjunta en esta tesis doctoral no pretende ser representativa de este vasto
conjunto de publicaciones; tan sélo constituye una guia adonde el lector puede dirigirse para ampliar
o asentar los conceptos que se mencionan en este capitulo. Como ejemplo de obra sencilla, en la
que predominan las explicaciones conceptuales sobre el lenguaje matematico, cabe destacar [1];
para un mayor rigor, el lector puede dirigirse a [2], donde se aborda la estructura matemaética del
caos; el vinculo entre el caos clasico y el caos cudntico se describe con gran detalle en [3].
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cuantica.

2.1.1. Introduccién

La mecénica clasica es determinista: las leyes de Newton son tales que el mo-
vimiento de una particula queda perfectamente determinado en todo instante de
tiempo si se conocen su posicion y su velocidad en un instante cualquiera. Esta ca-
racteristica de la mecénica newtoniana es la responsable de que en el siglo XIX pre-
dominara una interpretacién mecanicista de la realidad. Laplace, uno de los grandes
desarrolladores de la mecanica, ilustré en 1819 este punto de vista con la siguiente
cita: Una inteligencia que conociera todas las fuerzas que animan la naturaleza, asi
como la situacion respectiva de los seres que la componen, [...] podria abarcar en
una sola formula los movimientos de los cuerpos mds grandes del universo y los
del dtomo mds pequeno; nada le resultaria incierto y tanto el futuro como el pa-
sado estarian presentes a sus ojos (extracto de su obra Ensayo filosdfico sobre las
probabilidades [4]).

No obstante lo anterior, el gran desarrollo que ha experimentado la fisica desde
entonces hasta nuestros dias ha terminado con la visién mecanicista de la realidad.
Desde un punto de vista historico puede considerarse que el mecanicismo se ha
quebrado por tres frentes diferentes:

Primera ruptura: mecdnica estadistica. A lo largo de la segunda mitad del mismo
siglo XIX se empez0 a sistematizar el estudio de los sistemas complejos con muchos
grados de libertad; se renunci6 a la descripcion detallada (al estudio del movimiento
exacto de cada componente) y se recurri6 a una descripcion probabilistica, que es el
origen de la mecénica estadistica tal y como la conocemos hoy en dia. Este cambio
metodologico se debio a que los cientificos de aquella época se percataron de que
en los sistemas con muchos grados de libertad no es posible describir el movimiento
de cada particula por separado, ya que esa tarea requiere una potencia de calculo
absolutamente inalcanzable; el tnico modo de describir tales sistemas consiste en
reducirlos a unas pocas variables significativas (presion, temperatura...) A pesar de
ello, la mecanica newtoniana seguia considerandose vélida en el fondo: se suponia que
describia correctamente los movimientos individuales de cada particula. Asi pues, los
mecanicistas concluyeron que la necesidad de una descripcién probabilistica era la
expresion de una ignorancia vencible en principio; atin confiaban en que el desarrollo
de las herramientas de calculo permitiria en un futuro la descripcion exacta de la
naturaleza.

Sequnda ruptura: mecdnica cudntica. La primera crisis conceptual del mecanicis-
mo (podemos considerar que la mecanica estadistica supuso una crisis puramente
metodologica) llegé con el siglo XX de la mano de la mecénica cuantica. Esta teo-
ria, que supuso la primera gran revolucion en la fisica moderna (la otra es la teoria
de la relatividad) y que describe con casi total precisién el movimiento de las par-
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ticulas microscopicas, es una teoria intrinsecamente probabilistica; los argumentos
esgrimidos en favor del mecanicismo tras el nacimiento de la mecénica estadistica
no se pueden aplicar en esta ocasiéon. No obstante, los partidarios del mecanicismo
pronto elaboraron nuevos argumentaciones en defensa de su forma de interpretar
la realidad. Unos arguyeron que para la inmensa mayoria de los sistemas macros-
copicos los efectos cudnticos no son importantes; asi el determinismo y la idea de
la total predictibilidad podian seguir manteniéndose, al menos desde un punto de
vista practico. Otros, méas radicales en su defensa del mecanicismo, afirmaron que
la mecanica cuantica es una teoria incompleta y que han de existir leyes determinis-
tas que subyacen a ella. Esta idea ha dado pie a teorias alternativas a la mecénica
cuantica basadas en la existencia de ciertas variables ocultas; en ellas se hallaria la
informaciéon completa del sistema microscopico, que quedaria asi descrito por leyes
mecanicistas. Entre los primeros que defendieron este punto de vista destacan varios
de los fundadores de la mecénica cuantica: Planck, Einstein, De Broglie y Schrodin-
ger; el segundo de ellos sintetizé su punto de vista con la célebre frase Dios no juega
a los dados.

Tercera ruptura: caos determinista. El golpe final al mecanicismo llegd al fin
durante la segunda mitad del siglo XX, y llegé inopinadamente desde la propia me-
canica newtoniana. Hasta entonces se pensaba que solo los sistemas con muchos
grados de libertad manifestaban un comportamiento complejo; se creia que los sis-
temas con pocos grados de libertad se comportaban de manera simple y facilmente
predecible. Sin embargo, en los dltimos afnos del siglo pasado se descubrié que mu-
chos sistemas sencillos poseen trayectorias de gran complejidad; en ellas, los errores
inherentes a toda medida? crecen de forma violenta e incontrolable, hasta el punto
de imposibilitar cualquier prediccién a medio o largo plazo. Esta extrana comple-
jidad que caracteriza a sistemas aparentemente sencillos es debida al caracter no
lineal de las ecuaciones de la dindmica newtoniana; su origen, por tanto, se remonta
a la propia estructura de las leyes fisicas y no a nuestras limitaciones a la hora de
utilizarlas.

2.1.2. Sistemas integrables

En general, los sistemas integrables presentan un comportamiento sencillo y pre-
decible, mientras que los sistemas ca6ticos se comportan de forma muy complicada.
En los sistemas integrables es posible encontrar, bien una solucioén exacta, bien una
solucion aproximada cuya precision € no depende del tiempo; el esfuerzo para calcu-
lar dicha solucion es el mismo para todo tiempo ¢. En los sistemas cadticos, por el
contrario, no es posible encontrar un algoritmo que permita calcular una solucién

2Ademéas de los errores experimentales deben considerarse los asociados a todo método de
célculo: tanto los correspondientes a métodos numéricos de integracién, como los relacionados con
la truncamiento de desarrollos en serie.
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aproximada de la misma manera: el nimero de operaciones a realizar crece muy
deprisa con el tiempo?. Esta radical diferencia cualitativa permite discernir con ni-
tidez entre los sistemas integrables y los sistemas cadticos de una forma puramente
fenomenologica.

El concepto de integrabilidad en mecénica clasica puede definirse también de
una forma mucho méas precisa. Considérese un sistema hamiltoniano con N grados
de libertad cuyo hamiltoniano H(g,-- - ,qn;p1,- - ,pn) no depende explicitamente
del tiempo. Diremos que el sistema es integrable si existen N funciones indepen-
dientes Fi,---, Fy que son constantes del movimiento dF;/dt = 0 Vi y que estan
en involucion?; el teorema de integrabilidad de Liouville nos garantiza que bajo esas
condiciones las ecuaciones del movimiento son resolubles por cuadraturas; cuando
esto ocurre, la trayectoria del sistema esta confinada en un toro N-dimensional. Al
no depender explicitamente del tiempo, el hamiltoniano es una de esas constantes
del movimiento; por convencion suele tomarse F} = H.

En general, cada una de las N constantes del movimiento F; puede considerarse
una coordenada cuya coordenada conjugada es f;; de esta manera, las ecuaciones de
evolucion del sistema se reducen a

dF;

Fral 0; (2.1)
df;
Vo wim, - Fv). (2.2)

La simplicidad de estas ecuaciones pone de manifiesto la sencillez del movimiento
en sistemas integrables; sin embargo, casi nunca es posible obtener este sistema de
coordenadas mediante una transformacién canoénica a partir del sistema de coorde-
nadas habitual de posiciones y momentos (g1, -- ,qn;p1,--- ,Pn)- La existencia de
estas NV constantes del movimiento garantiza, no obstante, la existencia de otras N
funciones Iy, - -+ , Iy, I; = I;(F,--- , Fx) Vj que cumplen: a) I; es constante del mo-
vimiento Vj; b) cada I; es una coordenada con una conjugada ¢,; c) el conjunto de
coordenadas (I, -+, In; @1, -+ ,dn) puede obtenerse mediante una transformacion
canbnica a partir de (g1, qn;p1,- - ,pn), de forma que el hamiltoniano puede
escribirse H = H(I;,---,Iy). Este conjunto de coordenadas recibe el nombre de

3Esta propiedad puede formularse afirmando que th'm N(t)/t = oo, donde N(t) es el nimero
— 00

de operaciones necesarias para obtener una solucién aproximada con precision € independiente del
tiempo.

%Se dice que dos funciones F'y G estan en involucién si su corchete de Poisson es nulo {F,G} = 0,
donde

OF 0G OF 0G
(FGY=2 50 00, 90;0p:
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variables accion-dngulo y constituye la forma canoénica de describir los sistemas in-
tegrables; con ellas, las ecuaciones de movimiento se reducen a:

dl
d—t” =0; (2.3)
do.;

% = wji(L, -, In). (2.4)

La nomenclatura que acabamos de introducir (variables accién-angulo) no es
en absoluto arbitraria. El hecho de que todas las trayectorias estén restringidas a
un toro N-dimensional permite definir un conjunto de coordenadas (¢1,--- ,¢n),
que varfan entre 0 y 27 (como un angulo) y que constituyen una base del toro.
Estas nuevas coordenadas pueden considerarse como posiciones en el conjunto de
coordenadas canénicas ([1,---,Iy;¢1,---,¢n); sus coordenadas conjugadas (que
son, por lo tanto, momentos) son precisamente las variables accion (I, -- -, Iy).

Para comprender mejor esta terminologia, considérese que s6lo una de los N
angulos varia mientras los N — 1 restantes se mantienen constantes; la accion del
sistema a lo largo de esta curva es

27
Sl :/ Ild¢1 == 271'[1. (25)
0

Esta misma trayectoria forma una curva cerrada C; en el espacio de fases original
del sistema, de manera que la accién también puede escribirse

51=/ pdgq. (2.6)
C1

De la comparaciéon entre estas dos tltimas ecuaciones y de generalizar el razona-
miento para las NV variables angulo resulta evidente que

1
I =— . 2.
i =5 ijdq (2.7)

Asi pues, el nombre de variables accién-angulo se justifica por la interpretacion
geométrica de estas coordenadas.

Una vez que se ha escrito el hamiltoniano en funcién de las variables accion-
angulo, la integracion de las ecuaciones del movimiento es trivial. Al transformar las
trayectorias resultantes a las coordenadas originales se aprecia que cada una de las
variables d4ngulo da lugar a una trayectoria periddica con periodo 27. El movimiento
de un sistema integrable es, por lo tanto, multiperiédico.
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2.1.3. De la integrabilidad al caos: teorema KAM

Los sistemas integrables pueden considerarse excepciones en la naturaleza. Si
consideramos un hamiltoniano cualquiera que pueda expresarse como un desarrollo
en serie de sus posiciones y momentos (nos restringiremos a dos grados de libertad
por simplicidad)

H(z,y; paypy) = Y, Cijraa’ @ plpk, (2.8)

es posible demostrar que en cualquier entorno de H existe un hamiltoniano H’
no integrable. En un lenguaje méas matemaético, esta propiedad consiste en que los
hamiltonianos no integrables forman un conjunto denso en el de los hamiltonianos
analiticos. Los hamiltonianos integrables, por el contrario, no forman un conjunto
denso en ese sentido.

A la vista de lo anterior, resulta evidente que una pequena perturbacién en un
hamiltoniano integrable ha de conllevar la pérdida de la integrabilidad. No obstante,
es también igualmente 16gico que una perturbacién muy pequena no puede transmu-
tar por completo el comportamiento del sistema, sino que el paso de la regularidad
del movimiento integrable a la complejidad del movimiento cadtico ha de producir-
se de una forma gradual. El estudio de como se produce este paso en funciéon de la
intensidad de la perturbacion es lo que constituye el teorema KAM, quizé el més im-
portante en la teoria del caos. A pesar de esta simplicidad conceptual, la formulacion
del teorema KAM no es en absoluto sencilla; al contrario, el aparato matemético
necesario es enorme y hay un sinfin de dificultades técnicas. Lo que se expone a
continuaciéon no es mas que el resultado principal de este teorema, obviando todas
estas dificultades.

Considérese un sistema integrable Hy(I1,---,Iy) que se perturba ligeramente
seguin

H= H()(Il, e ,IN) + GHl(Il, tet ,IN; ¢1, te ,(bN), (29)

de modo que el sistema H es no integrable y se aleja de Hy segin crece la pertur-
bacién e.

Teorema KAM. Si la perturbacién es suficientemente pequena, la mayor parte de
los toros invariantes no desaparecen, sino que se deforman ligeramente; la mayoria
de las trayectorias se encuentran en estos toros y constituyen un movimiento mul-
tiperiodico con un nimero de frecuencias independientes igual al ntimero de grados
de libertad del sistema. Se dice que estos toros invariantes remanentes son mayoria
porque la medida del conjunto complementario a su unién es pequena cuando la
perturbacion es pequena [2].

El teorema KAM da una pauta genérica de cémo el sistema transita de la inte-
grabilidad al caos. Segtin va creciendo la intensidad € de la perturbacion, el volumen
ocupado por los toros va disminuyendo; al mismo tiempo, las regiones que no per-
tenecen a esos toros van haciéndose mas importantes. El teorema KAM también
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indica cémo se van destruyendo los toros y cuédl es la jerarquia de su desaparicién:
como ley general, los toros mas resistentes son aquellos para los que la relaciéon entre
sus frecuencias es mas irracional; el dltimo toro invariante es aquel cuya relaciéon de
frecuencias mas se aproxima a la razén aurea [o = (/5 — 1)/2] (para mas detalles
véase, por ejemplo, [5]).

2.1.4. Fenomenologia del movimiento caético

Una vez que todos los toros invariantes han desaparecido, las trayectorias del sis-
tema no estén restringidas a una variedad del espacio de fases; el sistema se comporta
de forma complicada e impredecible y presenta una fenomenologia caracteristica. A
continuacioén se resumen los aspectos mas importantes de esta fenomenologia.

Ademas de en la mecanica newtoniana, el caos aparece en otros muchos sistemas,
entre los que destacan algunos algoritmos matematicos sencillos, como los sistemas
dindmicos discretos, que consisten en una secuencia de nimeros {z,zs,... 2y, ...}
generada a partir de una relaciéon

Tny1 = Fr(zy), (2.10)

donde F(z) es una funciéon y r un parametro libre. Estos sistemas son una version
discreta de los sistemas dinamicos continuos

d
d—j = F(z,t7) (2.11)
que gobiernan la mayoria de los sistemas fisicos.

En esta seccién hemos escogido el mapa logistico, definido segiin
Tpa1 = 1T,(1 — ), (2.12)

donde 0 < z,, < 1 Vn y r € (1,4), para ilustrar la fenomenologia del caos. Este
sistema se caracteriza por un comportamiento cadtico para 3.57 < r < 4, ya que
para este conjunto de parametros existe una cantidad no numerable de condiciones
iniciales xy que dan lugar a trayectorias aperiodicas. El lector interesado en més
detalles sobre este sistema puede consultar [6].

Sensibilidad a condiciones iniciales

Una de las caracteristicas més conocidas del movimiento cadtico es la extrema
sensibilidad a las condiciones iniciales. Esta propiedad es conocida popularmente
como efecto mariposa; E. N. Lorenz acuné este nombre al aludir hiperboélicamente
al efecto que puede producir el imprevisible batir de las alas de una mariposa como
perturbacién de las condiciones iniciales. La forma rigurosa de abordar este feno-
meno consiste en estudiar coémo se separan con el tiempo dos trayectorias que estan
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infinitamente préximas en el instante inicial. En los sistemas cadticos esta separa-
cion es exponencial, de manera que un pequenio error se amplifica de tal forma que
al cabo de cierto tiempo la predicciéon es imposible.

A pesar de la popularidad del efecto mariposa, la aparicién de este fendémeno
no es suficiente para que el sistema pueda considerarse caético; un sistema regular
cuyo espacio de fases se agrande con el tiempo podria presentar una fenomenologia
muy parecida. Para que aparezca el caos es necesario, ademés, que se produzca el
fenémeno de mizing®, que consiste en que las trayectorias vuelven a aproximarse si se
consideran intervalos de tiempo lo bastante largos. La explicaciéon de este fenémeno
es sencilla: al ser el espacio de fases finito, dos trayectorias no pueden alejarse entre si
indefinidamente; al cabo de un cierto tiempo, las trayectorias acaban aproximandose
de nuevo de forma méas o menos aleatoria.

Considérese un sistema discreto z,.1 = f(z,) y dos condiciones iniciales x, yo
muy proximas, tales que yy = xo+ €. Si el sistema es caodtico, al cabo de n iteraciones
la separaciéon de las trayectorias correspondientes a estas condiciones iniciales ha
crecido de forma exponencial, segtin

d = [f"(zo + €) = ["(w0)| = e exp(nA(z0)), (2.13)

donde f™(z) indica la enésima iteracion del sistema a partir de la condicion inicial
Zo. 8

En la figura 2.1 se representa en escala logaritmica la separaciéon de dos tra-
yectorias inicialmente separadas por ¢ = 10™® en el mapa logistico caético; junto a
ella se representa también la distancia entre dos ntimeros generados a la azar con
una distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Este sencillo experimento numérico
ilustra a la perfeccion el efecto mariposa y el fenémeno de mixing. En las primeras
iteraciones, la distancia entre las dos trayectorias crece exponencialmente hasta un
valor maximo; a partir de ese momento, el crecimiento se estanca y la evolucién
de la distancia es muy parecida a la distancia entre dos variables aleatorias inde-
pendientes. La principal conclusién que se obtiene de este experimento es que la
prediccion resulta imposible al cabo de un cierto niimero de iteraciones, ya que un
pequeno error en la determinacién de las condiciones iniciales conlleva una completa
incertidumbre en la evolucién posterior del sistema.

El parametro A(xg) de la ecuacion (2.13) se denomina exponente de Lyapunov
y caracteriza la separacion exponencial de las trayectorias. A partir de la expresion

5Este término puede traducirse al espafol como mezcla. Hemos decidido no traducirlo en el
texto porque el término mizring se utiliza para clasificar los sistemas cadticos en diferentes tipos:
sistemas ergodicos, sistemas mixing y sistemas K. Este mismo fenémeno se conoce también con el
nombre de transitividad topoldgica 7]

6Este resultado sélo es valido para n relativamente pequefo, es decir, para distancias d menores
que el tamafio caracteristico del espacio de fases; en caso contrario se observa el fenémeno de
mixing.
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Figura 2.1: Comparacién de la evolucion de la distancia entre dos trayectorias sepa-
radas inicialmente por € = 10~® en un mapa logistico caético con la distancia entre
dos niimeros generados al azar en el intervalo (0,1)

anterior puede probarse que

1
AMzp) = lim —log

n—o0o M

dx()

(‘df"(lb)

) . (2.14)

El exponente de Lyapunov es uno de los parametros mas caracteristicos del
caos; de hecho, es bastante habitual determinar si un sistema es cadtico mediante el
calculo del exponente de Lyapunov’. En los sistemas con N grados de libertad hay
N exponentes de Lyapunov, cada uno de los cuales esta asociado a una direcciéon
propia segin la cual se alejan exponencialmente las trayectorias. No obstante, el
exponente mayor es el que tiene un efecto dominante; es éste el que se utiliza para
caracterizar el caos.

En el caso del mapa logistico, al ser un sistema discreto unidimensional, el calculo
segin la ecuacion (2.14) es muy sencillo; en los sistemas fisicos reales, sin embargo,
el mismo célculo puede llegar a ser muy complicado. En la figura 2.2 se representa
el exponente de Lyapunov de este sistema cuando r € (3,4), calculado segin la
ecuacion (2.14); se ha dibujado una linea horizontal con trazo discontinuo en A =0
para discernir con més facilidad las regiones donde hay caos. La curva A(r) muestra
que para valores r > 3.57 el sistema es caotico, ya que en esta zona el exponente de
Lyapunov es mayoritariamente positivo. El hecho de que existan pequenas regiones
con A < 0 en el conjunto 7 € (3.57,4) se entiende tras un analisis detallado de lo

"La teoria presentada en las secciones anteriores define perfectamente el caos en sistemas ha-
miltonianos, pero resulta muy complicada de aplicar en la practica.
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Figura 2.2: Exponente de Lyapunov en un mapa logistico para r € (3,4) calculado
segun la ecuacion (2.14)

que sucede en él. En [6] se muestra que existen pequeias ventanas Ar en las cuales
hay ciclos estables de periodo k; por ejemplo, la regién con A < 0 que aparece en
torno a r = 3.83 se corresponde con una ventana en la que, bien el ciclo de periodo
3, bien uno de sus armonicos, es estable.

Informacién y predictibilidad

En los sistemas caoticos, las trayectorias se distribuyen por todo el espacio de
fases, sin formar estructuras sencillas: puede decirse que el movimiento cadtico es
un movimiento desordenado. En termodinamica, el grado de desorden del sistema
se mide por medio de la entropia, que indica el nimero de microestados compatibles
con el estado macroscopico; es razonable pensar que el desorden asociado al caos
puede cuantificarse de forma parecida.

Kolmogorov fue el primero que utiliz6 el concepto de entropia para determinar
la intensidad del caos. Para ello defini6 un indicador, la entropia de Kolmogorov
o entropia K, que mide la pérdida de informacion que experimenta el sistema (en
otras palabras, el aumento de desorden) por unidad de tiempo y que se calcula
promediando a todas las trayectorias posibles, de manera que representa al sistema
completo y no a un subconjunto de sus trayectorias.

Considérese una trayectoria de un sistema fisico cualquiera z(¢). Si dividimos
el espacio de fases en celdas de tamano €, podemos asociar a cada trayectoria una
secuencia iy, - - - , i, que indica que en el tiempo ¢t = k7 (7 es el tiempo de muestreo)
el sistema se encuentra en la celda k. Si P, ... ;, es la probabilidad de que se dé esta
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secuencia, la cantidad

Ky=—= > Py.;logP, (2.15)
il,"',in

es proporcional a la informacién necesaria para determinar la trayectoria en grano
grueso conocidos i1,--- ,1,; K11 — K, es la informacién adicional necesaria para
predecir 7,1 a partir de los datos anteriores, es decir, la pérdida de informacion que
sufre el sistema al transcurrir el tiempo. A partir de aqui, la entropia K se define

como
n—1

RS |

K= il Yy o7 2 (K = ) (216
En el caso de sistemas con un grado de libertad, K coincide con el exponente
de Lyapunov si este es constante; en sistemas mayores, la pérdida de informacion es
debida so6lo a los exponentes positivos. Para los sistemas integrables, K = 0; si hay

caos determinista, 0 < K < o0o; y si se trata de un proceso estocéstico, K = oo.
Ademas de indicar el grado de desorden del sistema, la entropia K sirve para
estimar el tiempo méximo para el cual es posible predecir el movimiento de un
sistema caodtico. Si K > 0, la informacién contenida en las condiciones iniciales
se pierde en un cierto tiempo a partir del cual no es posible predecir. Una buena

estimacion de este tiempo es .
tp ~ %logT (2.17)
donde L es el tamano de la regiéon accesible del espacio de fases y [ la precision
inicial.
El principal inconveniente de este indicador estriba en la dificultad de su célculo,
que es muy elevada incluso para sistemas sencillos como el mapa logistico.

El espectro de Fourier

Segtin se vio en las secciones anteriores, el movimiento de un sistema integrable
es periodico o multiperiédico, mientras que el de un sistema cadtico no presenta nin-
gin tipo de regularidad; por esa razon, el estudio de una trayectoria z(t) en espacio
de Fourier es especialmente interesante. No obstante lo anterior, las propiedades del
espectro de Fourier no suelen considerarse tan caracteristicas del caos como la sen-
sibilidad a las condiciones iniciales o la entropia de Kolmogorov. Por otro lado, el
analisis de Fourier se aplica a multitud de fenémenos caracterizados por una magni-
tud que varia estocasticamente (al menos en apariencia) con el tiempo, sin que eso
implique la existencia de un hamiltoniano no integrable subyacente. Incluimos esta
seccion para que el lector aprecie la conexion entre el caos determinista y el anéalisis
de series temporales, herramienta habitual en el estudio de fenémenos complejos
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alejados de la mecénica hamiltoniana. En el apéndice B se presenta una explicacién
detallada del significado y la forma de implementar la transformada de Fourier; el
lector interesado en los detalles técnicos puede remitirse a dicho apéndice.

Un movimiento periddico queda caracterizado en el espacio de Fourier por una
frecuencia w, que es proporcional a la inversa del periodo w = 27 /T’; su espectro
de Fourier consiste en lineas centradas en w y en sus armoénicos mw. El caso de un
movimiento multiperiédico es ligeramente més complicado: existen varias frecuencias
w; correspondientes a cada uno de los periodos, y su espectro de Fourier puede
contener todas las frecuencias del tipo

w= Zmiwi, (2.18)

donde cada m; representa un nimero entero. El problema se hace atin méas compli-
cado si la razon entre las diferentes w; es irracional, ya que en ese caso los nimeros
w forman un conjunto denso en la recta real positiva y puede haber una frecuencia
arbitrariamente cerca de cualquier nimero positivo. Afortunadamente, en los casos
dindmicos de interés s6lo unas pocas frecuencias w; son significativas y su amplitud
decrece exponencialmente al aumentar la frecuencia.

En el caso de los sistemas cadticos, el movimiento no presenta ninguna regula-
ridad: es aperiodico. El espectro de frecuencias de este tipo de senales es continuo:
no presenta picos distinguibles como en el caso anterior. No obstante, a veces es
muy dificil distinguir de forma practica entre un movimiento multiperiédico y uno
aperiodico; la distincion se hace tanto mas dificil conforme aumenta el nimero de
grados de libertad del sistema.

En la figura 2.3 se representa el espectro de potencias® para cuatro trayectorias
del mapa logistico correspondientes a cuatro valores diferentes del pardmetro r.
Las tres primeras se han escogido con un valor de r que dé lugar a trayectorias
periddicas de periodos T' =4, T' =8 y T' = 16 respectivamente; en ellas se observa
que el espectro de Fourier es muy sencillo, con picos correspondientes a frecuencias
w = 2w /T. La cuarta trayectoria corresponde a un valor de r para el cual el sistema
es cadtico; en este caso, el espectro de Fourier no estd compuesto por picos aislados,
sino que forma un continuo en el que es imposible distinguir un patron sencillo.

2.2. Signos del caos en mecanica cuantica

Como se ha visto en la seccidén precedente, el caos estda bien formalizado en el
ambito de la mecéanica cléasica: la estructura matematica de la mecanica newtoniana

8Esta magnitud es igual al médulo al cuadrado de la transformada de Fourier. Se habitualmente
para representar el espectro de Fourier porque es una magnitud real, mientras que la transformada
de Fourier es compleja. Para méas detalles, veanse el capitulo 3 y el apéndice B.
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Figura 2.3: Espectro de potencias del mapa logistico para 4 valores de r, correspon-
dientes a movimiento periédico con periodos T'=4,T = 8, T = 16 y a movimiento
caotico. Se dibuja en escala logaritmica para mayor claridad.

permite una formulacién precisa y da lugar a una rica fenomenologia que lo carac-
teriza. Sabemos, sin embargo, que la mecéanica clésica es s6lo una aproximaciéon a
las leyes exactas de la naturaleza: una aproximaciéon que funciona a la perfeccion
en escalas macroscopicas, pero no en otras mas pequenas. Para describir con co-
rrecciéon lo que ocurre en estas tltimas escalas, que caracterizan, por ejemplo, los
movimientos atémicos y nucleares, es necesario recurrir a una teoria mas completa:
la mecanica cuantica. La vision de la realidad que proporciona esta teoria es muy
diferente a la que da lugar la mecénica clasica, de manera que la rica fenomenologia
del mundo macroscépico no pude trasladarse al mundo microscopico mediante un
simple cambio de escala. A pesar de ello, la mecénica cuantica ha de ir aproximando-
se a la mecanica clasica segin aumenta el tamano del sistema, de forma que toda la
fenomenologia clasica tiene que emanar de un modo o de otro del mundo cuéntico;
en particular, el caos y todas sus manifestaciones tienen que estar escondidos en
algtin lugar del mundo microscopico.
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2.2.1. Integrabilidad en mecanica cuantica

A priori, la manera mas sencilla de definir el caos en mecénica cuantica consisti-
ria en trasladar a esta teoria los conceptos clasicos. Al igual que en mecénica clasica,
un sistema cuantico queda descrito por un hamiltoniano que depende en general de
posiciones y momentos H(qq,- -+ ,qn;p1,- -+ ,pn)- La interpretacion cuantica de este
hamiltoniano es muy diferente a la interpretacion clésica: cada una de sus coorde-
nadas es un operador que actia sobre una funcién de onda; el estado del sistema
no se encuentra resolviendo unas ecuaciones de movimiento, sino una ecuaciéon de
ondas (la ecuacién de Schrodinger); la informacion del sistema no esta en sus tra-
yectorias z(t), sino en su funcion de ondas ¥(g, p). No obstante, las similitudes entre
ambas teorias son suficientes como para trasladar los conceptos de una a la otra.
En particular, es posible definir una constante del movimiento como un operador
F que no varia con el tiempo dF /dt = 0, y el corchete de Poisson tiene su equiva-
lente en el conmutador {,} — i/A[,]. A partir de todas estas equivalencias, parece
posible trasladar la definicion clasica de integrabilidad a la mecanica cuantica de
la siguiente manera: diremos que un sistema es integrable si existen N operadores
independientes Fl, F v que son constantes del movimiento dF; ;/dt =0 Vi y que
estan en 1nvoluc1on, esto es que [Fi, FJ] =0Vi,j 8]

La definicién que se acaba de dar es consistente y no da lugar a ambigiieda-
des: tanto la definicién de constante de movimiento como el concepto de involuciéon
existen en el marco de la mecénica cuantica’. Sin embargo, una tercera condicion
implicita en la definicién clasica de la integrabilidad, la independencia funcional
de las N constantes del movimiento, carece de sentido en mecanica cuantica!?. Esta
dificultad hace que sea imposible separar los sistemas cuanticos en dos conjuntos dis-
juntos con diferentes propiedades (integrables y no integrables); el caos en mecénica
cuintica no puede definirse de manera axiomética con nitidez.

La imposibilidad de definir la independencia funcional de las constantes del mo-
vimiento se manifiesta en una serie de contradicciones que ilustran muy bien las
dificultades que aparecen al tratar de definir el caos en mecénica cuantica. Consi-
dérese un hamiltoniano que no contenga productos de operadores que no conmutan
entre si (estos hamiltonianos pueden cuantizarse sin ambigiiedades). Es posible pro-
bar que [8]:

» Sea H(q,p) el andlogo cuantico a un sistema clasico no integrable. En tal caso,

9La interpretacién de estos conceptos es diferente a la que se da en mecénica clasica. El hecho
de que un operador conmute con otro indica que ambos operadores pueden ser medidos al mismo
tiempo; no hay relacién alguna con la interpretacién geométrica de la involucién en mecanica
clasica.

107Un teorema debido a Von Neumann [9] asegura que, dado un conjunto cualquiera de operadores
hermiticos @1,---,Qn que conmutan, siempre existe un operador Q tal que cada uno de los
operadores @; es una funcién de él Q; = f;(Q).
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siempre existe un nimero de constantes del movimiento F; que cumplen los re-
quisitos de la definicion de integrabilidad que se acaba de dar. En consecuencia,
dicho sistema seria cudnticamente integrable.

= Sea H(q,p) el andlogo cuantico a un sistema clasico integrable. En tal caso,
siempre existe una constante del movimiento I tal que las N constantes E; son
funcion de I. Asi pues, dado un sistema cuéntico con N grados de libertad,
siempre es posible decir que toda la informacion del sistema esta codificada en
una sola constante del movimiento J , de manera que no tiene sentido buscar
otras N — 1 constantes que garanticen la integrabilidad. Desde ese punto de
vista, el anélogo cuantico de un sistema clésico integrable seria cadtico.

A pesar de los dos resultados anteriores, la comunidad cientifica no termina de
ponerse de acuerdo a la hora de definir (o negar) el concepto de integrabilidad en me-
canica cuantica. Por un lado existen trabajos que complementan los dos resultados
que acabamos de exponer, bien negando la posibilidad de discernir entre sistemas
integrables y no integrables, bien afirmando que la mecanica cuéntica es siempre (ba-
jo unas condiciones muy genéricas) integrable. Estos tltimos trabajos se basan en
considerar que la mecanica cuantica de Schrodinger es equivalente geométricamente
a un sistema hamiltoniano clasico con un espacio de fases de dimensién infinita [10].
Partiendo de esta equivalencia se puede probar que bajo condiciones muy genera-
les el espacio de fases resultante tiene la estructura de un sistema integrable!!, de
modo que se puede concluir que la mecénica cuantica es globalmente integrable. No
obstante, y a pesar de la consistencia de esta definicién, quedan atin algunos proble-
mas por resolver; por ejemplo, no parece posible afirmar que un sistema integrable
infinito posee una entropia de Kolmogorov nula.

Por otro lado, hay muchos autores que manifiestan un punto de vista critico
con respecto a la imposibilidad de definir la integrabilidad en mecanica cuantica
y que proponen criterios alternativos para definirla. De entre todas sus propuestas
destacan las siguientes:

= Partiendo del concepto de conjunto completo de observables que conmutan
(CCOC) y de las propiedades matematicas de los espacios de Hilbert, es posible
definir los conceptos de grado de libertad dindmico y espacio de fases desde un
punto de vista puramente cuéntico. Esta definicion da lugar a un espacio de
fases cuéantico finito (en contraposicion al espacio infinito propuesto en [10])
y permite encontrar un criterio cuintico para la integrabilidad: un sistema

1E] concepto de integrabilidad presentado en la seccién anterior es valido solamente para espacios
de fases con dimensién finita. No obstante, esta misma definicién se puede trasladar a espacios de
dimensién infinita desde un punto de vista geométrico: se considera que un sistema infinito es
integrable si su espacio de fases esta fibrado en toros o cilindros de dimensién infinita [10].
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cuantico es integrable si posee alguna simetria dindmica [11]; la ruptura de
estas simetrias conlleva la pérdida de la integrabilidad.

= La construccién de un analogo cuantico a las transformaciones candnicas que
permiten escribir el hamiltoniano en funcién de variables accién-angulo [12]
permite definir otra nocién de integrabilidad cuéntica: un hamiltoniano H
(¢1,---,9n;P1,---,pN) es integrable si existe una transformacion canonica que
permite escribirlo en funcién de N acciones'? J;: H = H(Jy,---,Jy). Esta
definicion se ha aplicado con éxito a sistemas de espines [13].

= A pesar de los resultados expuestos en [8], que imposibilitan la extension direc-
ta del concepto de integrabilidad clésica a la mecanica cuantica, no siempre es
posible obtener tantas constantes de movimiento como grados de libertad en
un namero finito de pasos (es decir, sin diagonalizar explicitamente el hamilto-
niano). Esto permite establecer un criterio practico de integrabilidad cuantica:
un sistema cuéntico se considera integrable cuando es posible construir expli-
citamente un CCOC a base de constantes del movimiento. Este criterio se ha
utilizado con éxito en sistemas finitos con interacciones de pairing [14].

2.2.2. Fenomenologia del caos en mecanica cuantica

De lo expuesto en el apartado anterior se puede concluir que no existe una
definicion cuantica de integrabilidad analoga a la que hay en mecanica clasica. No
obstante, también es posible tratar de definir el caos en funcién de su fenomenologia:
se puede decir que un sistema es caotico si presenta propiedades como la sensibilidad
a condiciones iniciales®. Veremos a continuacién que tampoco es facil definir el caos
en mecanica cuantica de esta manera.

Sensibilidad a condiciones iniciales

Considérese un sistema cuéntico cualquiera, por ejemplo uno cuyo analogo clasico
sea no integrable. La evoluciéon temporal de dicho sistema queda determinada por
su funcion de ondas U (t), que esta regida por la ecuacion de Schrodinger

. d
i W (t) = H()U(). (2.19)

12E] concepto de “accién” en mecanica cudntica se entiende como una generalizaciéon del mismo
concepto en mecanica clasica.

13De hecho, este es el criterio que se usa en la practica para determinar si un sistema clasico
es caotico. Notese que el no ser capaces de encontrar un nimero suficiente de constantes del
movimiento no implica la no existencia de éstas.
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En general, el hamiltoniano H (t) puede depender explicitamente del tiempo. En
el caso de que esto no sea asi, el sistema se denomina conservativo y su evolucién
temporal queda determinada por

U(t) = exp (—iH(t — to) /F) U(ty), (2.20)

donde ¢ representa el instante inicial y W(%y) el estado del sistema en dicho instante;
toda la informacion disponible sobre la trayectoria x(t) esta codificada en la funciéon
de ondas U(?).

Una vez determinadas las ecuaciones de evolucién del sistema, el siguiente paso
para buscar el caos consiste en comparar dos trayectorias que se encuentran infi-
nitamente proximas en el instante inicial zy, yo = xo + €. Sin embargo, la propia
estructura de la mecénica cuintica descarta esa posibilidad: el principio de incerti-
dumbre AxAp > h/2 impide medir con total precision el momento y la posiciéon de
las particulas en todo instante de tiempo, de modo que no es posible definir un limite
€ — 0 como se hace en mecanica clésica. Asi pues, la definiciéon del caos a partir de
la separacion exponencial de las trayectorias no es posible en mecénica cuéntica: ni
tiene sentido fisico el concepto de trayectoria tal y como se entiende en mecénica
clésica, ni es posible considerar dos condiciones iniciales infinitamente préximas, tal
y como se necesita para definir los exponentes de Lyapunov.

Otra posibilidad pasa por estudiar la sensibilidad a condiciones iniciales direc-
tamente a partir de la funcién de ondas'?. Sin embargo, otra vez las leyes de la
mecanica cuintica imposibilitan la definiciéon del caos a partir de la sensibilidad a
las condiciones iniciales: el operador evolucion temporal es unitario, de manera que
si U(ty) y ®(to) son dos condiciones iniciales cualquiera, su grado de solapamiento
(es decir, su proximidad o su nivel de coincidencia) se mantiene constante a lo largo
del tiempo

< U(tg)|P(to) >=< V()|D(t) > Vi, (2.21)

con independencia de cuél sea el hamiltoniano del sistema.

La conclusion es, por lo tanto, que no se puede definir el caos en mecéanica
cuantica a partir de la extrema sensibilidad a las condiciones iniciales. Un ejemplo
que ilustra esta conclusién puede encontrarse en [15].

Sensibilidad frente a perturbaciones

A pesar del contundente resultado de la seccién anterior, atn existen alternativas
para definir el caos en mecanica cuantica a partir de una fenomenologia semejante
a la que existe en mecéanica clésica; en particular, es posible estudiar la estabilidad

14La funcién de ondas no se puede medir directamente, pero se puede reconstruir a partir de la
informacién proporcionada por otros observables. Ademas, si es posible estudiarla desde un punto
de vista tedrico.
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el movimiento en funcién de una pequena perturbacion en el hamiltoniano|[16]. La
validez de esta alternativa a la definicion clésica en funcién de la sensibilidad a
las condiciones iniciales estd justificada porque en mecanica clasica la estabilidad
de las trayectorias frente a perturbaciones en el hamiltoniano es equivalente a la
sensibilidad a perturbaciones sobre las condiciones iniciales: los sistemas integrables
son estables frente a este tipo de perturbaciones; los sistemas ca6ticos presentan una
inestabilidad exponencial.

En mecéanica cuantica, la sensibilidad frente a perturbaciones se mide mediante
la fidelidad"® del movimiento. Considérese un operador de evolucién temporal U
y el mismo operador ligeramente perturbado Us; = U exp(—iAtd), donde A es un
operador hermitico y § es un parametro pequeno [17]. La influencia de la pequena
perturbaciéon § se mide mediante el solapamiento < W4(t)|¥(t) >, donde ¥(t) y
Ws(t) son el resultado de la evolucién temporal del mismo estado inicial W(tp) con
U u Uy, respectivamente. La fidelidad se define

F(t) = (U;'U"), (2.22)

donde el valor medio se puede calcular sobre un estado puro o sobre todos los estados
iniciales posibles. Esta cantidad tiene un gran interés por muy diversos motivos, entre
los que destacan: la medida de la estabilidad el movimiento ca6tico; la medida de la
irreversibilidad de las fases cuanticas (que se conoce como Eco de Loschdmidt'®); y
la medida de la pérdida de coherencia de fase en computacion cuéntica (véase [17]
y las referencias que alli se incluyen).

La fidelidad del movimiento se ha mostrado como un parametro muy util a la
hora de establecer la fenomenologia del movimiento caético en mecénica cuéntica
|18]; en particular, se ha mostrado que bajo ciertas condiciones los sistemas cadticos
muestran un decaimiento exponencial de este pardmetro cuyo ritmo coincide con el
exponente de Lyapunov medio del sistema cléasico analogo. No obstante, en [17] se
muestra que el decaimiento de la fidelidad es méas rapido en los sistemas integrables
que en los caodticos, o, en otras palabras, que el movimiento en el espacio de Hilbert
es menos estable en los sistemas regulares que en los cadticos; concretamente, se
encuentra que en los sistemas mizing el decaimiento es exponencial, mientras que
en los integrables es Gaussiano.

Asi las cosas, todo parece indicar que la sensibilidad frente a perturbaciones del
hamiltoniano sélo da lugar a un éxito parcial como definiciéon del caos en mecéanica
cuantica. La investigacion al respecto atin esta abierta.

15Este término es una traduccion literal del inglés fidelity.
16Traduccién literal de Loschdmidt Eco.
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2.2.3. Trazas del caos en observables cuanticos

A la vista de los resultados de las secciones anteriores, queda claro que no se puede
caracterizar el caos en mecanica cuantica a base de una fenomenologia analoga a
la clasica. Sin embargo, la mecanica clasica emerge de la mecénica cuantica cuando
el sistema es suficientemente grande; el caos tiene que aparecer en algin lugar del
mundo cuintico. En esta seccién repasamos brevemente las trazas del caos en algunos
observables cuéinticos, como el mddulo al cuadrado de la funciéon de ondas o el
espectro de energias.

Caos en la funcién de ondas

Consideremos un sistema clasicamente ca6tico (un billar con forma de estadio'”,
por ejemplo) y tratemos de medir (o calcular mediante simulacion numeérica) el
modulo al cuadrado de la funcién de ondas, es decir, la probabilidad de encontrar a
la particula en una determinada region del espacio. Como las descripciones cuantica
y clasica de la realidad son completamente diferentes, es razonable esperar que no
haya una relaciéon directa entre la trayectoria clasica de la particula y la densidad
de probabilidad cuantica; sin embargo, segtin nos aproximamos al limite semiclésico
(h — 0 0 E — 00) la mecanica cuantica ha de ir pareciéndose cada vez méas a
la mecanica cléasica, de manera que si realiziramos el mismo experimento a muy
alta energia la densidad de probabilidad resultante deberia reflejar de algiin modo
la dindmica clésica del sistema. Heller [19] hizo por primera vez este calculo en un
billar con forma de estadio y obtuvo un resultado sorprendente: existen funciones de
onda cuya amplitud es méxima cerca de 6rbitas periodicas clésicas inestables (una
particula clasica que empezara a moverse en una de estas 6rbitas se alejaria de ella
hasta recorrer todo el sistema tras una minima perturbacion).

Este extrafno efecto que acabamos de describir recibe el nombre de cicatriz (se
dice que la funcién de ondas esta cicatrizada segin las oérbitas periddicas clasicas
inestables) y se ha descubierto en multitud de sistemas cuanticos con analogo caotico.
A primera vista parece un fenémeno contrario a la intuicién; no se comprende con
facilidad que la mecanica cuantica haga prevalecer las 6rbitas clasicas inestables. El
estudio detallado de estas cicatrices ha permitido, sin embargo, encontrar las trazas
del caos en mecanica cuantica: junto con las propiedades del espectro de energias
ha revelado la importancia que tienen la aproximaciéon semiclasica y las orbitas
periddicas del anédlogo clasico.

17Un billar consiste en una particula que rebota elasticamente con las paredes de un contorno
cerrado; cudnticamente es una particula en un pozo de potencial infinito. Los billares son el para-
digma del caos en mecéanica cudntica. El primer estudio sobre las trazas del caos en funciones de
onda se hizo sobre el billar con forma de estadio [19]
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Caos en el espectro de energias

La magnitud quizd mas representativa y mas facil de medir de un sistema cuan-
tico es el espectro de energias. Al contrario de lo que sucede con la funciéon de ondas,
a primera vista no parece posible encontrar una correspondencia entre el espectro
de energias de un sistema cuéntico y la dindmica de su analogo clésico: en mecénica
clasica el sistema puede tener cualquier energia; esta magnitud no es més que un
simple parametro. Sin embargo, la caracteristica mas conocida y més universal de lo
que se conoce como caos cudntico'®, es precisamente el comportamiento estadistico
del espectro de energias en funcién de si el analogo clasico del sistema cuéntico es
integrable o caotico.

Dado que el analisis del espectro de energias es el tema principal de la presente
tesis doctoral, el estudio detallado de las trazas del caos en el espectro de energia
se realizard en las siguientes secciones y capitulos. No obstante, destacamos ahora
los dos trabajos mas importantes: en [22| se estudian las propiedades universales de
los sistemas cuanticos cuyo analogo clasico es integrable, y en [23] se hace lo mismo
para los sistemas clasicamente caoticos. La conclusion que se colige de estos dos
trabajos es que las propiedades estadisticas del espectro de energias son universales
y diferentes segtin la dinamica del analogo clasico sea regular o cadtica.

2.3. Cuantizacion y espectro de energias

El espectro de energias es la magnitud mas caracteristica y méas facil de medir
de un sistema cuantico; también es el observable méas sencillo desde un punto de
vista teorico, ya que se obtiene directamente resolviendo la ecuaciéon de Schrédinger
independiente del tiempo. En general, el espectro de un sistema cuéntico cualquiera
estd compuesto de una parte discreta y una parte continua; esta tltima se alcanza
cuando la energia es superior a la energia clésica de escape. A lo largo de la presente
tesis doctoral nos vamos a centrar en la parte discreta del espectro, es decir, en los
estados ligados. En esta region, el sistema viene determinado por

H|U, >= E,|U, >, (2.23)

donde H es el hamiltoniano y WV, el autoestado con energia E,. El espectro de
energias del sistema es el conjunto de valores F,, compatibles con la ecuacién anterior.

La resolucion de la ecuacion de Schrédinger proporciona toda la informacion
conocible sobre el sistema, pero no muestra como surge la conexion entre el espectro

18Esta terminologia es atin objeto de controversias. En 1989 los cientificos més destacados del
campo se reunieron para debatir sus caracteristicas y su terminologia; la reunién se hizo bajo el
titulo de “caos y fisica cuantica” [20]. Al final, el nombre de “caos cuéntico” acabd por aceptarse
de manera casi universal, descartandose otras alternativas, como caologia cudntica [21], quizd més
significativas.
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de energias y el caos en mecanica clasica. En esta secciéon introducimos ese vinculo
y mostramos como una de las trazas méas nitidas y sencillas del caos en mecénica
cuantica estd precisamente en el espectro de energias.

2.3.1. Cuantizaciéon de sistemas integrables

Anteriormente a la formulacion de la ecuacion de Schrodinger, la mecénica cuan-
tica se calculaba a partir de la mecénica clisica; la teoria resultante se conoce en
la actualidad como Mecdnica Cudntica Antigua. Uno de los mayores éxitos de esta
teoria fue la cuantizacion de los sistemas integrables, es decir, aquellos cuyas tra-
yectorias tienen un movimiento multiperiédico. Segun las reglas de cuantizacion de
Sommerfield-Wilson-Ishiwara (SWI) [24], la mecanica cuéntica de dichos sistemas
consiste fundamentalmente en que las variables acciéon s6lo pueden tomar valores
miltiplos de la constante de Planck:

I, = / pdq = 2nhn; V7, (2.24)
C.

J

donde m; es un numero entero. Estas reglas de cuantizacion establecen un vinculo
claro entre la dinamica clasica del sistema y su espectro de energias: las energias
accesibles al sistema cuéantico (de N grados de libertad) son aquellas que verifican

E=H(I,--,Iy) = HQ2rhny,--- , 2whny). (2.25)

Segin esta expresion, el espectro de energias queda determinado por N nimeros
cuanticos correspondientes a N constantes del movimiento.

La formulacion de la ecuacion de Schrédinger dejo un poco de lado esta teoria;
gracias a ella no es necesario conocer la dinamica clasica de un sistema para calcular
su espectro de energias. No obstante, la conexién entre la cuantizacion SWI y la
mecéanica clasica puede resultar de gran utilidad a la hora de buscar las trazas del
caos en el espectro cuantico. Una buena forma de llevar adelante este proposito es
considerar que el espectro que se obtiene mediante las reglas SWI es una primera
aproximacion al espectro real del sistema.

Consideremos un sistema de un grado de libertad cuyo hamiltoniano es H =
p?/2m+ V (z)'°. El espectro de energias y la funciéon de onda de este sistema vienen

determinados por
d2
—E =+ V(Jf) — E \Il(.’li) = 0 (2.26)

9E]l argumento también es vélido para hamiltonianos més generales que puedan escribirse en
funcién de variables accién (hamiltonianos integrables). Por simplicidad nos restringiremos aqui al
caso con un solo grado de libertad.
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Si se introduce un parametro € tal que la ecuaciéon anterior se convierte en

d2
P—V(x) = v 2.2
e L u() = Qu)u) (2.27)
donde Q(z) = V(z)— F, la funcion de ondas puede calcularse mediante un desarrollo
en €

U(z) = exp [Z e"Sn(x)] , (2.28)

donde S, (z) viene determinado por
So(z) = —VI[Q(2)]; (2.29)

n—1
2565, + Y SiS 4+ Sn =0, (n>1). (2.30)
Jj=1

El primer término de este desarrollo se corresponde con las reglas SWI. Inclu-
yendo todos los términos del desarrollo se pueden generalizar dichas reglas de cuan-
tizacion para reproducir el espectro de energias con exactitud [25]

1 [
% j{ ;Sn(z)dz = K, (2.31)

donde la integracién se realiza sobre el plano complejo y K es un nimero entero
positivo. Esta forma de calcular el espectro de energias se denomina aproximacion
WKB y permite establecer un vinculo directo entre la mecanica clésica y la mecénica
cuantica del sistema.

Densidad de estados

La manera més sencilla de incluir toda la informacién del espectro de energias
de un sistema cuéntico en una sola magnitud fisica es mediante la densidad de
estados, que contabiliza el niimero de estados por unidad de energia que hay a una
determinada energia F. Para un espectro discreto, la densidad de estados se puede
escribir

g(E) = 6(E - E,), (2.32)

donde la suma se extiende a todos los niveles del espectro. A partir de esta funcion
se define la densidad acumulada, que contabiliza el niimero de niveles que hay hasta
una energia F

N,(E) = / drg(z) = 3" O(F - B,). (2.33)
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Las dos magnitudes que se acaban de definir son de gran utilidad, ya que permiten
comparar directamente el espectro cuintico de energias con una magnitud clasica.
A pesar de que en mecanica clasica la energia del sistema no esta restringida a unos
valores concretos, es posible contar cudntos estados hay con una energia menor que
E:

Nu(E) = / dpdqO[H (p, q) — EJ, (2.34)

donde las negritas indican que p y q son vectores N-dimensionales. Esta ecuacion
se puede escribir en funcién de las variables accion-angulo de la siguiente manera?

Nu(E) = / dl,dI,O[H (I, I,) — E). (2.35)

Una primera comparaciéon de Ny (E) y Ny(E) muestra que la primera es una
funcién suave mientras que la segunda es no derivable. Si se toman como validas las
reglas de cuantizacion SWI, la ecuacién (2.33) puede escribirse

N,(E) =) ©[E — H(2rhny, 2hiny)), (2.36)

ni,n2

donde se han considerado solamente dos grados de libertad por simplicidad. En
consecuencia, si la ecuacion (2.34) se normaliza adecuadamente

Ny(E) = (2737)2 / dI,dI,0[H (I, 1,) — E), (2.37)

es evidente que Ny (E) y N,(E) crecen de la misma manera en término medio, a
pesar de la no analiticidad de la segunda; concretamente, la segunda es una escalera
cuya pendiente media viene determinada por la primera.

En la figura 2.4 se representa graficamente la cuantizacion SIW de un hamilto-
niano H = I? + IZ; se ha considerado que 2% = 1, de forma que I; = m, donde m
es un nimero natural positivo. En el panel de la izquierda se representa la funciéon
E = I? + I? para distintos valores de la energfa: las lineas continuas representan
energias £ = 5, E = 9 y E = 25, que son valores permitidos por las reglas de
cuantizacion; las lineas discontinuas representan unos pocos valores de la energia no
permitidos, correspondientes a valores no enteros de las acciones I; e I5; y los puntos
indican los valores de I; e I que corresponden a cada energia permitida. En el panel
de la derecha se representan las funciones N (E) (linea discontinua) y N,(E) (linea
continua) para energias pequefias (es decir, para niveles proximos al fundamental),
calculadas segun las ecuaciones (2.37) y (2.36) respectivamente. Como se observa en

20De aqui en adelante se considerara, por simplicidad un sistema con sélo dos grados de libertad.
Asimismo, se suprimiran las negritas al hablar de sistemas genéricos H(p, q).
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I
w
N(E)

0 1 2 3 4 5 6
Ih E

(a) Diagrama de energias permitidas (lineas continuas) (b) Conteos clasico (linea

y prohibidas (lineas discontinuas) para H = I? + I2. discontinua) y cuéntico (li-

Los puntos indican los valores de I; e I correspon- nea continua) de la densi-

dientes a las energias permitidas. dad acumulada N(FE) para

H=I+1.
Figura 2.4: Cuantizaciéon de un hamiltoniano H = I? + I2 segtn reglas SIW.

la figura, los tinicos valores permitidos para la energia son aquellos que pasan por
un nodo de la red de tamano 27h; el resto de los valores son accesibles al sistema
clasico pero no estidn permitidos en mecénica cuéntica. Asi pues, a pesar de que el
ntimero de estados hasta una energia E crece en media igual para el sistema clasico
y para el sistema cuéntico, éste ultimo presenta fluctuaciones con respecto a dicho
valor medio; el panel de la derecha de la figura 2.4 ilustra a la perfeccion este feno-
meno. La conclusiéon fundamental que se obtiene de este resultado es que es posible
separar la densidad de estados de un sistema cuantico en dos partes: una suave y
otra fluctuante®! N

N(E) = N(E)+ N(E); (2.38)

la parte suave procede del sistema clésico y la parte fluctuante es propia de la
mecanica cudntica. Las propiedades estadisticas de la parte fluctuante van a servir
para definir el caos en mecénica cuantica 22.

21De ahora en adelante se suprime el subindice ¢ para referirse a la magnitud cuéntica. Asi pues
N(E) = Ny(E).

22Desde un punto de vista riguroso, la ecuacién (2.37) no es suficiente para describir la parte suave
de N,(E) para energias préximas al fundamental. Para H = I7 + I3, la ecuacion (2.37) se resuelve
con facilidad y da como resultado N, = wE /4. Un calculo exacto para este sistema [26] muestra
que la parte suave de la densidad acumulada de estados vale, en realidad, N(FE) = nE/4— VE-1 /4,
de modo que las fluctuaciones cuanticas no se definen exactamente como la diferencia entre N, (E)
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El argumento que se acaba de presentar es muy ttil desde el punto de vista
conceptual, pero la separacion entre parte suave y parte fluctuante puede definirse
también de una manera mucho mas formal [27]. Considérese un sistema integrable
con dos grados de libertad, cuya densidad de estados es

g(B) =Y > 4[E—E(n,ny)l. (2-39)

n1=0mn92=0

Para escribir esta suma como un desarrollo de funciones suaves utilizamos la férmula
de suma de Poisson

Zf(n) = Z /000 dnf(n)exp(2miMn) + %f(()), (2.40)

para lo cual se asume que f(n) y sus derivadas son nulas en n — oo. Al aplicar esta
regla de suma a la densidad de estados (2.39) se obtiene un desarrollo que incluye
términos monotonos (los correspondientes a M = 0) y términos oscilantes. Se puede
comprobar [27] que el término dominante con M = 0 da lugar a

1
9(E) = W/dpdqfs[E — H(p,q)], (2.41)
que coincide con la parte suave tal y como se ha definido en la ecuacion (2.37).

En conclusiéon, hemos visto que en los sistemas integrables es posible calcular
el espectro de energia mediante sucesivas aproximaciones a partir de la dindmica
clasica. Ademas, la densidad de estados puede dividirse en una parte suave y una
fluctuante, de forma que la segunda caracteriza exclusivamente al sistema cuantico.

2.3.2. Cuantizaciéon de sistemas cadticos

Los resultados de la seccion anterior son muy prometedores en la bisqueda de
las manifestaciones del caos en mecénica cuéntica, ya que relacionan directamente
la mecénica clésica y la mecanica cuantica de los sistemas integrables. Sin embargo,
el analisis de los sistemas caoticos no reulta tan sencillo: ya en 1917 Einstein [28] se
percato de que la cuantizacion SWI no puede aplicarse a los sistemas no integrables,
y lo mismo sucede con la aproximacion WKB (ambos formalismos requieren que el
hamiltoniano pueda escribirse en funcién de N acciones). La forma de establecer un
vinculo directo entre la ecuaciéon de Schrédinger y la dindmica clasica no lleg6 hasta

y Ny(E), sino que a la primera se le anaden términos correctores de origen cuantico que son
importantes a baja energia; a alta energia, sin embargo, la expresién N (E) es aproximadamente
correcta. La linea discontinua del panel de la derecha de la figura 2.4 se corresponde en realidad
con N(E).
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los anos setenta del pasado siglo, gracias a los trabajos de Martin C. Gutzwiller
[3, 29]; en ellos se parte de la integral de camino de Feynmann [30] para calcular la
densidad de estados de un sistema completamente cadtico (cuyas 6rbitas periodicas
son inestables y aisladas) en funcién de magnitudes clasicas; posteriormente el mismo
formalismo se aplico a sistemas integrables [31]. En esta seccién se introduce esta
teoria de forma conceptual, obviando los detalles técnicos y utilizando un sencillo
modelo unidimensional; el lector interesado en los detalles puede remitirse a los
trabajos originales de Gutzwiller y Berry [29, 31]|.

Considérese un sistema cuéntico descrito mediante la ecuacién de Schrédinger;
por simplicidad vamos a suponer que H = p*/2m + V (q). La evolucién temporal de
dicho sistema viene determinada por el operador evolucion U(t), definido como

U(f) = exp (—%Ht) . (2.42)

A partir de él, se define el propagador a un tiempo ¢t como la probabilidad de que
un estado inicial |g4 > evolucione hasta un estado final |gg > en dicho tiempo ¢

K(ga,q8;t) =< gp|U(t)[qa > . (2.43)
La transformada de Fourier de dicho operador es la funcion de Green

! qA>. (2.44)

E—-H

h

i [ i
G(qa,q8; E) = ——/ dtK(qa,qs;t) exp (gEt) = <qB
0

Para tiempos 7 pequenos, el operador evolucién temporal se puede escribir

< alU()lgs >=  —
Ga )48 >= 2mih

donde d es la dimension del sistema, Wg4 es

7
\DBA\1/2 exp (7—_LWBA> , (2.45)

Waa(r) = [ dtL(g.d), (2.46)
0
donde L(q, ) = gp — H(q,p) es el lagrangiano del sistema, y Dg4 es igual a
62WBA(T)
D =|-—"]. 2.47
| BA| ‘ anz anl ( )

A partir de los resultados anteriores, y tomando t = 7N, se puede escribir

Nd/2 N-1 1/2 ;N
K(qa,gqp;t) = 1\}1—I>noo (27rz'h> /dQ1 codgnot H D;; 1| exp (7—1 Z VVi,i—i—l) ;
i=0 =0

(2.48)
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donde g9 = g4 Yy gqv = g¢g, extremos de la trayectoria. El limite anterior puede
expresarse de forma simbolica como

K(qa,qs;t) :/D(Q) exp [% /Ot dtL(q, d)} : (2.49)

donde el elemento D(q) representa el limite al continuo del producto dg; .. .dgy.

La expresion (2.49) es mateméaticamente muy complicada y adolece de algunos
problemas técnicos de definicién; sin embargo, su interpretacion fisica es muy sen-
cilla y 1util a la hora de vincular la mecanica cuéntica con la mecanica clasica. El
propagador, que es una magnitud cuantica, estd escrito en funciéon de magnitudes
clasicas, de forma que la mecénica cudntica sélo se manifiesta en el factor & presente
en el miembro de la derecha; asi pues, esta relacién vincula de manera natural la
mecénica clsica con la mec4nica cuéntica ?*. La interpretacion fisica es la siguiente:
el propagador cudntico se obtiene considerando todas las trayectorias posibles que
unen g4 con ¢g, pesadas con un factor que depende de su acciéon clasica; las tra-
yectorias clasicamente permitidas, que son las que minimizan la accién, tienen una
contribucién especialmente relevante; en el resto, el integrando oscila muy deprisa,
de forma que la integral se aproxima a cero. En el limite semiclasico i — 0, la inte-
gral se puede evaluar por el método de la fase estacionaria, de manera que solamente
las trayectorias que cumplen esa condicién (que son precisamente las trayectorias
clésicas) tienen una contribucién no nula

d/2 .
1 UpT
) > [Dpasl? exp (ﬁWBA,T(o i ) . (2:50)

K(qa,qB;t) = (2m‘h

donde la suma incluye todas las 6rbitas clasicamente permitidas y v, es el nimero
de puntos conjugados®* de la r-ésima trayectoria?.

A partir de esta relacion, la mecénica semiclasica adquiere un papel fundamen-
tal en la busqueda del caos en el mundo cuantico: gracias a ella es posible escribir
observables cuanticos exclusivamente en funcién de magnitudes clasicas. En la ac-
tualidad, la mayoria de las lineas de investigacion abiertas en caos cuéntico estan
basadas integramente en la mecanica semiclasica, y muchos autores confian casi a

ciegas en esta teoria a la hora de realizar calculos. No obstante, antes de continuar

23Notese que en ningiin momento se ha hecho ninguna hipétesis a cerca de si la dinamica es
integrable o caética.

24Considérese un conjunto de trayectorias que parten del mismo punto inicial q(79) con diferentes
direcciones y momentos. Se dice que 7 es un punto conjugado de 7¢ si alguna de las trayectorias
que partieron de g(79) se cortan en él. El lector interesado en una definicién mas precisa de este
concepto puede consultar [3].

Z5Este término aparece porque la aproximacién de la fase estacionaria no se puede realizar
directamente en estos puntos debido a una divergencia. Para mas detalles véase, por ejemplo, [32].
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adelante hay que advertir que la mecénica semiclésica es s6lo una aproximacion a
la verdadera mecanica cuantica, que funciona muy bien para algunos sistemas y en
general a alta energia de excitacion (donde se puede suponer que i — 0 sin cometer
un gran error), pero que no es aplicable a todo tipo de célculos. En particular, hay
muchos estudios que muestran que la mecanica semiclasica es muy 1til a la hora de
describir propiedades estadisticas de sistemas cuénticos, pero que no se puede apli-
car al célculo de observables concretos; por ejemplo, en [33| se muestra como esta
teoria no sirve para determinar con exactitud el espectro de energias de un sistema
cuantico.

Densidad de estados

En la seccion anterior se vio que la densidad de energia es una magnitud muy
util a la hora de buscar las manifestaciones cuénticas del caos; alli se comprobd
que en sistemas integrables es posible discernir entre una parte suave y una parte
fluctuante, de modo que esta tltima caracteriza la mecénica cuantica. A continuacién
procedemos al cilculo de la misma magnitud para sistemas cadticos en aproximaciéon
semiclasica a partir de la ecuaciéon (2.50); puede considerarse que este célculo es
equivalente al primer orden de la cuantizacion WKB.

Para llevar adelante este proposito hay que aplicar la relacion entre el propagador
y la funcion de Green (2.44), y tener en cuenta que la densidad de estados puede
calcularse a partir de ésta tltima segin

9(E) = —%fm [/ dqG(q, g, E)] : (2.51)

La aplicacion de (2.44) en la expresion para el propagador (2.50) permite escribir
la funcion de Green en términos de la integral de una exponencial proporcional a
h~t. Al igual que en el caso anterior, la integracién puede realizarse mediante el
método de la fase estacionaria, considerando el limite 7z — 0. Si se escriben todos
los factores en funcion de la acciéon clasica del sistema, la funcion de Green resulta

VPN
G(QA;QBaE):_ﬁ (27_”77,) Z|ABA,'I‘

r

1 UpT
1/28Xp |:ﬁSr(qA7qB:E)_Z ; )

(2.52)

donde Ag,, es un determinante funcion de la accion®.

Una vez obtenida esta expresion, la densidad de estados se calcula mediante la
aplicacion directa de (2.51). Dicho calculo se realiza considerando solo las orbitas
que comienzan y terminan en el mismo punto g4 = ¢g = ¢, y aplicando nuevamen-
te la aproximacion de la fase estacionaria para realizar la integral; asi pues, esta

26La expresion exacta de este determinante es abstrusa y no aporta informacién conceptual
relevante. El lector interesado puede consultar [32].
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aproximacion implica que so6lo las orbitas periodicas (aquellas en las que ademas de
ga = gp = ¢ se cumple que p4 = pg) tienen una contribucion relevante. La expresion
final de la densidad de estados puede escribirse de manera compacta como sigue

g(E) =2 Z Z A, (E) cos [rSp}gE) + up,r] : (2.53)

p T

A pesar de su aspecto sencillo, el cilculo de la suma (2.53) para un sistema
concreto es muy dificil, y en muchas ocasiones hay problemas de convergencia. El
significado de los distintos términos que aparecen en la ecuacion es el siguiente: el
subindice p indica orbitas periodicas primitivas (aquellas que no se pueden calcular
como repeticiones de orbitas mas simples); el subindice r indica las repeticiones
de las orbitas anteriores®’; A,, esta relacionado con la estabilidad de la orbita y
puede expresarse en funcién de los exponentes de Lyapunov; y la fase v, , se conoce
como indice de Maslov y esté relacionada con ciertas propiedades topologicas de las
orbitas.

La ecuacion (2.53) esta definida considerando todas las érbitas periodicas, inclui-
das las de periodo nulo (aquellas en las que la particula esta parada). No obstante,
un calculo sencillo muestra que éstas ultimas 6rbitas contribuyen de forma particular
a la densidad de estados, dando lugar a un término de orden cero

9(E) dpdgd[E — H(p, q)], (2.54)

~ 27hd
que es formalmente idéntico a (2.41), definido como la parte suave de la densidad
de estados para sistemas integrables. Notese ademés que en la derivaciéon de (2.53)
no se ha hecho ninguna hipétesis sobre la integrabilidad del anilogo clésico, asi que
podemos concluir que en cualquier sistema cuéntico se puede establecer una division

9(E) =9(E) +9(E), (2.55)

donde g(F) viene determinado por (2.54) y g(E) por (2.53) para érbitas de periodo
no nulo, con independencia de que el analogo clasico sea integrable o cadtico?®.

2.3.3. Universalidad de las fluctuaciones

La ecuaciéon (2.53) expresa la densidad de estados de un sistema cuéntico en
funcién tnicamente de magnitudes clésicas, de forma que cada 6rbita periodica con-
tribuye con una funcién sinusoidal. Este resultado es muy interesante desde el punto

27La separacion de la suma en érbitas periédicas primitivas y repeticiones resulta especialmente
atil a la hora de calcular.

28En la ecuacién (2.53) la diferencia entre el caos y la integrabilidad queda determinada por
Ap r(E), cuya expresion es diferente para los sistemas integrables y para los sistemas cadticos.
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de vista conceptual, pero es de muy dificil aplicaciéon en la practica: no existe un
método para encontrar las orbitas periédicas de un hamiltoniano cualquiera. Invir-
tiendo el problema, es posible calcular el espectro de energias de un sistema cuéntico
para obtener a partir de él informaciéon a cerca de las orbitas peridédicas del anélo-
go clasico[32]; pero tampoco es facil hacer un estudio sistematico debido al ingente
ntimero de 6rbitas que intervienen en una ventana de energia. Por otro lado, la ecua-
cion (2.53) es diferente para cada sistema, ya que involucra informacion especifica y
muy diferente de un sistema a otro; sin embargo, los resultados méas importantes en
caos cuantico |22, 23] establecen que la parte fluctuante de la densidad es universal
y diferente para sistemas caoticos e integrables. Es de gran interés, por lo tanto,
preguntarse si existe alguna manera de calcular la densidad de estados sin hacer
explicitamente la suma sobre todas las 6rbitas periddicas del sistema.

La pregunta anterior puede responderse considerando en primer lugar que el ni-
mero de Orbitas periddicas cuyo periodo se encuentra en una ventana AT crece muy
deprisa con el periodo 7, de forma polinomial en sistemas integrables y exponencial
en sistemas ergodicos [3|. La consecuencia principal de este resultado es que, a partir
de un cierto periodo 7,,;,2°, el ntimero de 6rbitas periédicas es tan grande que basta
conocer ciertas propiedades globales para evaluar la suma (2.53). La universalidad
de las fluctuaciones cuanticas es debida a este fenémeno.

Considérese un hamiltoniano H(p, ¢), bien integrable (cuyas orbitas periodicas
son estables), bien totalmente ergodico (cuyas orbitas periddicas estan aisladas y
son inestables). Debido al crecimiento del nimero de érbitas con el periodo, las
orbitas periodicas en cualquiera de estos sistemas, consideradas con su amplitud
natural, son uniformemente densas en el espacio de fases|34]. Esta propiedad permite
olvidarse de cada una de las 6rbitas individuales y utilizar en su lugar la siguiente
propiedad universal del espacio de fases: en un sistema integrable, todas las érbitas
se encuentran en un toro N-dimensional; en un sistema ergodico, las érbitas recorren
todo el espacio de fases. Esta propiedad universal se manifiesta en la suma de las
amplitudes asociadas a cada orbita, que cumple

Y A=0lS|, S— o0, (2.56)
35 1Sj1<I8|
para un sistema integrable, y
Y AI=pBS° S oo, (2.57)
Js 1851<18]

29E] valor de Tynin no se puede definir de una forma precisa: sélo indica a parir de qué valor del
periodo el nimero de 6rbitas periddicas es “suficiente” para poder caracterizar el sistema de forma
global. En la préctica suele tomarse como aproximacion el periodo de la érbita més corta, que es
mucho mas facil de calcular.
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para un sistema ergddico [34|, donde A; son la amplitudes A(E) de la ecuaciéon
(2.53).

Las ecuaciones (2.56) y (2.57) se conocen como reglas de suma de Hannay y Ozo-
rio de Almeida, y permiten calcular propiedades estadisticas del espectro de energias
sin recurrir a la suma de todas las 6rbitas individuales. Su aplicacién, no obstan-
te, esta restringida a sistemas integrables y a sistemas completamente ergddicos,
ya que los sistemas intermedios (todos los que no son ni integrables ni totalmente
caoticos; en particular, los descritos en el teorema KAM, por ejemplo) no presentan
una estructura global caracteristica del espacio de fases.

Considérese la funcion de correlacion de la densidad de energia (2.53)

Cy(E,€) =4 <Z Ay (E +€/2)Ay(E — €/2) cos (M) cos (M) > ,

(2.58)
donde, para simplificar la notacién, se han incluido las repeticiones en los indices
py p, vy el indice de Maslov en la accion S. Si el valor medio se calcula sobre una
ventana de energia pequena, puede suponerse que las amplitudes A, son constantes
(es decir, no dependen de €) y que la aproximacion lineal de la accion

Sp(E +€/2) = Sp(Ey) + 1(Eo)(E — Ep) £ 7,(Ep) (2.59)

e
2
es suficiente para el calculo que se va a realizar. Si, ademaés, se desarrolla el producto
de cosenos como suma de cosenos suma y diferencia, y se asume que todos los
términos oscilantes en los cuales la fase varia muy rapidamente (dentro de la ventana
en la que se promedia) no contribuyen al valor medio, la funcion de correlacion se
reduce a

S, — Sy Ty— Ty ,
Cy(E) :2<ZApAp,cos[ —— + hT” (E—Eo)+7p;”’ ED (2.60)

- 2
PP

El resultado puede simplificarse atin mas si se considera que de todos los términos
que constituyen esta suma, solamente aquellos que cumplen 7, ~ 7,y tienen una
contribucién significativa.

La transformada de Fourier de la funciéon de correlacién se conoce como factor

de forma
S, — 5, Tp + Ty
1.2 D D _'p p
K(E,7)=h <p§pl cos (771 ) ) [T R ]> (2.61)

y contiene toda la informacioén sobre correlaciones estadisticas a dos puntos del espec-
tro. Si consideramos que s6lo los términos con 7, ~ 7y &~ 7 tienen una contribucién
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Equiespaciado Caotico Integrable

Figura 2.5: Espectro de energias para un oscilador armoénico unidimensional (espec-
tro equiespaciado), un sistema ca6tico y un sistema integrable. En todos ellos se ha
reescalado el espectro de forma que g(F) = 1.

significativa a la funcién de correlacién, podemos simplificar la suma considerando
s6lo los términos para los cuales p = p/, de forma que

Kp(E,7) = % S A%5(r — 7). (2.62)

Este resultado se conoce como aprozimacion diagonal (de ahi el subindice D) y
permite aplicar las reglas de suma de Hannay y Ozorio para calcular las propiedades
estadisticas de los sistemas cadticos y regulares sin conocer los detalles concretos de
cada sistema. El subindice § indica si el sistema posee o no simetria bajo inversion
temporal y su valor es el correspondiente a la teoria de matrices aleatorias®’; aparece
porque si existe simetria bajo inversién temporal hay que considerar la contribuciéon
de las orbitas invertidas p? cuando p’ = p'.

La conclusion que se obtiene tras este calculo es la siguiente: las propiedades es-
tadisticas de los sistemas cudnticos integrables y ergddicos son universales, al menos
aquellas que involucran periodos mayores que T,q,. De aqui en adelante denotaremos
como espectro cadtico a aquel cuyas propiedades estadisticas coinciden con las de los
sistemas ergoddicos, y como espectro integrable o regular a aquel cuyas propiedades
estadisticas coinciden con las de los sistemas integrables.

En la figura 2.5 se representan 20 niveles de un oscilador arménico unidimensio-
nal, un sistema cao6tico y un sistema integrable; los tres espectros se han reescalado

30Vease la seccién siguiente.



2.3 Cuantizacién y espectro de energias 37

para que g(E) = 1. En la figura se aprecia con nitidez que el aspecto de los tres
espectros es muy diferente; en particular, el espectro cadtico se parece mucho mas
al equiespaciado que el integrable. Esta diferencia se expresa mateméticamente en
las diferentes estadisticas espectrales que se presentan en la proxima seccion. De
momento podemos concluir que una simple inspeccion visual parece suficiente para
discernir entre un espectro cadtico y uno regular.

2.3.4. Teoria de matrices aleatorias

La universalidad de las propiedades estadisticas de las fluctuaciones del espectro
de energias incita a buscar modelos genéricos que describan los sistemas cadticos
y los sistemas integrables. Desde el trabajo de Bohigas, Giannoni y Schmit [23], la
teoria de matrices aleatorias (RMT)?! es el modelo por antonomasia en la descripcion
del caos cuantico. A continuaciéon repasamos su base conceptual y presentamos sus

resultados mas importantes; otros aspectos mas técnicos se describen en el apéndice
A.

Origen de la Teoria de Matrices Aleatorias

La RMT naci6 entre finales de los anos cincuenta y principios de los sesenta,
gracias a los trabajos de Wigner y Dyson [35], que fue quien la formaliz6 por primera
vez. Su objetivo consiste en formular una teoria estadistica para los niveles muy
excitados de los nicleos pesados, donde el modelo de capas y sus refinamientos
no son aplicables; se pretende sacrificar el conocimiento exacto de cada uno de
los niveles por una descripcién de sus propiedades estadisticas. La forma de llevar
adelante este objetivo es renunciando al conocimiento exacto, no s6lo del sistema
concreto en estudio, sino también de su naturaleza: el nicleo complejo se modela
como una caja negra en la que sus particulas interaccionan de forma desconocida.
Esta base conceptual conduce a escribir el hamiltoniano del nicleo como una matriz
cuyos componentes estan elegidos al azar, considerando como tnica restriccion las
simetrias generales®?.

La motivacién que se acaba de comentar pone en evidencia que la formulacion de
la RMT no se hizo con vistas a describir el caos cuéntico; sin embargo, los trabajos
sobre esta disciplina que se realizaron a principios de los afios ochenta, en especial el
de Bohigas, Giannoni y Schmit |23|, vincularon muy sélidamente ambas teorias. Hoy
en dia ain se desconoce con exactitud por qué la RMT, formulada para describir
un sistema tan complejo como el niicleo atomico, sirve para caracterizar sistemas
sencillos como los billares cuanticos. La cuestion, no obstante, es que la vinculaciéon

31Del inglés Random Matriz Theory.
32En el capitulo 4 de la tesis se da una explicacién detallada de por qué el desconocimiento de
la interaccién da lugar a una matriz hamiltoniana aleatoria.
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establecida por la conjetura BGS funciona, de modo que el conocimiento de la RMT
es fundamental para entender el caos cuantico. Por otro lado, la teoria de matrices
aleatorias se ha mostrado muy eficaz en la descripcién de otras ramas de la fisica
completamente ajenas al caos cuantico y a la fisica nuclear |36].

Formulacion matematica

La RMT estandar estd compuesta por tres colectividades diferentes, atendiendo
a la simetria del problema®®. En este trabajo incluimos, ademéas, una cuarta, que
describe los sistemas integrables, tal y como se hizo en [38].

1. Colectividad GOE (Gaussian Orthogonal Ensemble), compuesta por matri-
ces aleatorias, hermiticas y simétricas. Sus elementos Hj; tales que j > k
son estadisticamente independientes, y su distribuciéon de probabilidad P(H)
es invariante bajo todas las transformaciones reales y ortogonales de H. Es
aplicable a sistemas con invariacién bajo inversiéon temporal y simetria bajo
rotaciones, y a sistemas invariantes bajo inversion temporal que no verifican
la simetria bajo rotaciones pero tienen espin entero.

2. Colectividad GUE (Gaussian Unitarian Ensemble), compuesta por matrices
aleatorias y hermiticas. Sus elementos diagonales H;; y las partes reales e
imaginaria de sus elementos no diagonales Hj;, con j > k son estadisticamente
independientes, y su distribuciéon de probabilidad es invariante bajo todas las
transformaciones unitarias de H. Es aplicable a sistemas que no son invariantes
bajo inversion temporal.

3. Colectividad GSE (Gaussian Symplectic Ensemble), compuesta por matrices
hermiticas y auto-duales. Sus elementos diagonales H;; y los cuatro compo-
nentes cuaternionicos de los elementos no diagonales Hj; con j > k son es-
tadisticamente independientes, y su distribuciéon de probabilidad es invariante
bajo todas las transformaciones simplécticas de H. Es aplicable a sistemas con
espin semientero e invariaciéon bajo inversién temporal.

4. Colectividad GDE (Gaussian Diagonal Ensemble), compuesta por matrices
diagonales y reales. Todos sus elementos son estadisticamente independientes.
Es aplicable a sistemas integrables en general.

Las propiedades matemaéticas de estas colectividades son muy parecidas en los
cuatro casos. En general, para que se cumplan las invariaciones y las simetrias es

33En realidad existen muchas mas colectividades, pero son menos habituales y no se utilizan en
este trabajo [37].
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necesario que la distribucién de probabilidad de los elementos de las matrices que
las representan verifique

p(Hi1, ..., Hyn) = Cexp [-BTr(H) — ATr(H?)], (2.63)

donde la constante B puede tomarse cero sin pérdida de generalidad, y la constante
C queda fijada por normalizacién. De este modo, las expresiones de la distribuciéon
de probabilidad quedan:

A N/2 24 N(N-1)/2
p(Hlla "'aHNN) = (;) <7> €xp _Anz;H?Lm (264)

para el GOE;

p(Hy1, ..., Hyy) = (?) v (%> e exp {—A nzr; [(Hr)zom + (Hi)2,0] }

™

(2.65)
donde Hg y H; son la parte real y la parte imaginaria del hamiltoniano respectiva-
mente, para el GUE; y

A\ N2 94\ N(N-1)/2
p(H11, ----aHNN) = (-) (—>
s ™

(2.66)

donde Hy, H,, Hy y Hs son las componentes cuaternionicas, para el GSE. Para el
GDE se aplica (2.64) solo para los elementos de la diagonal; el resto son nulos.

Salvo en el caso del GDE, cuyos autovalores son directamente los elementos
generados, estas tres distribuciones de probabilidad dan lugar a un espectro de
energias que se caracteriza por la presencia de correlaciones entre los distintos niveles
(esto es, cada nivel de energia no puede generarse mediante una variable aleatoria
independiente). La distribucion de probabilidad de dicho espectro puede escribirse
de una forma compacta para las tres colectividades:

P(Ey, ..., Ex)  [[ |En = En|” exp (—AZE2> : (2.67)

n>m
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donde el exponente v vale 1 para GOE, 2 para GUE y 4 para GSE. Este exponente
estd relacionado directamente con la repulsion entre niveles caracteristica del caos
cuantico, como se vera méas adelante3*.

La distribucién de probabilidad para los autovalores da lugar a espectros de
niveles cuya densidad puede describirse mediante una parte suave mas una parte
fluctuante. De la ecuacion (2.67) se deduce inmediatamente que en la parte fluctuante
ha de haber correlaciones no nulas; la parte suave viene determinada por

N
- _ TV
o(E) =1 A (2.68)

El >/ —
‘ ‘ — A ’

donde N es la dimension del sistema [37]. Al igual que ocurre con la distribucién de
probabilidad para los autovalores, la colectividad GDE es diferente: su densidad de
estados es una Gaussiana y su parte fluctuante no presenta correlaciones.

2.3.5. [Estadisticos espectrales

La universalidad de las fluctuaciones para sistemas caoticos y regulares, y la
RMT como modelo genérico del caos en mecénica cuantica erigen a la estadistica
espectral como una herramienta bésica en la biisqueda de trazas del caos en mecénica
cuantica. La estadistica espectral estudia como una secuencia de niveles, esto es, una
secuencia ordenada de nimeros Ei, Fs, ... Ey, se ajusta a las predicciones de una
teoria estadistica (como la RMT). Segtn la definicion de Mehta [37], un estadistico
se define como un nimero W que puede calcularse a partir de una secuencia finita
de niimeros (en este caso, de una secuencia finita de niveles, que es la informacion
de la que se dispone en un experimento o en un calculo teérico) y para el cual su
media < W > y su varianza Viy = (W— < W >)2> son conocidas a partir de un
modelo tedrico.

Desde un punto de vista practico, pueden distinguirse dos tipos de estadisticos:
los que implican tan s6lo correlaciones a primeros vecinos (es decir, correlaciones
entre un nivel y el inmediatamente anterior o siguiente) y los que involucran corre-
laciones a més largo alcance. En estos tltimos, la universalidad sélo se manifiesta en
ventanas AFE < E,,.., donde E,,,, es la escala de energia asociada a la 6rbita perio-
dica de periodo més corto E,,.; = h/Tmin; para ventanas mayores, las propiedades
estadisticas son distintas para cada sistema. Por el contrario, en los estadisticos de
corto alcance la universalidad se manifiesta sin ningtin tipo de restriccion.

34En la propia ecuacién (2.67) se pone de manifiesto que el término (E, — E,,)"” implica que
la probabilidad de que dos niveles tengan la misma energia es nula, lo cual puede entenderse
directamente como una repulsion.
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En esta seccion se revisan los estadisticos habituales, asi como su interpretacién
fisica.

Proceso de reescalado

Considérese el espectro de un sistema cuéantico {E;}, ¢ =1,2,..., N. A la vista
de los resultados de las secciones anteriores, es evidente que las magnitudes que
se pueden calcular a partir de él (la densidad de estados, por ejemplo) presentan
una parte suave y una parte fluctuante. El comportamiento universal, sin embargo,
s6lo puede aparecer en la parte fluctuante, que es la que caracteriza la mecéanica
cuantica®®. Antes de aplicar un estadistico espectral, es necesario, por lo tanto,
separar la parte suave de la parte fluctuante; el algoritmo que se utiliza para tal
efecto se denomina proceso de reescalado®®.

En general, el proceso de reescalado puede ser muy complicado si no se dispone
de un modelo teorico que dé una expresion para g(F), lo que ocurre en la mayoria
de los casos [40]. No obstante, aqui no vamos a entrar en este tipo de detalles: vamos
a suponer que g(E) (o la densidad acumulada N(FE), que es lo que se utiliza en la
practica) es conocida o puede determinarse con facilidad; el lector interesado en los
detalles técnicos puede consultar las referencias [39, 40| y en el apéndice C.

El proceso de reescalado consiste en transformar cada nivel E; en un magnitud
adimensional ¢; mediante

& = N(E;). (2.69)

El espectro resultante {¢;} verifica < s; >= 137, donde s; = ¢;11 — ¢;. Esto permite
definir las fluctuaciones de {¢;} por comparacion con el espectro del oscilador armo-
nico unidimensional, que es equiespaciado. Todos los estadisticos que detallamos a
continuacion se calculan a partir del espectro reescalado.

35Esta afirmacion puede entenderse de dos maneras. Por un lado, la ecuacién (2.54) muestra
que la parte suave de la densidad contiene basicamente informacién clasica, de modo que no puede
servir para caracterizar la universalidad del caos en mecanica cuantica. Por otro, las reglas de suma
de Ozorio [34] presentadas en la seccion anterior sélo son aplicables para 6rbitas de periodo largo;
la parte suave de la densidad de estados representa la contribucion de las 6rbitas de periodo nulo.

36Reescalado es una traduccién libre del término inglés unfolding. Otra posible traduccién es
desdoblamiento, mas literal y, quiza, més significativa, en tanto en cuanto al reescalar “desdoblamos”
el espectro al eliminar la forma global que impone la parte suave de la densidad de estados. Se ha
elegido “reescalado” por coherencia con trabajos anteriores [39].

37Este valor medio puede entenderse como una media sobre sistemas con las mismas propiedades.
Mas adelante entraremos en detalles al respecto.
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Correlaciones de corto alcance

Una de las caracteristicas mas representativas del espectro de energia de los
sistemas caoticos®® es la repulsion de niveles, que consiste fundamentalmente en que
la probabilidad de que dos niveles consecutivos se hallen infinitamente préximos es
nula. Una forma fisica de apreciar este fenémeno es la siguiente. Considérese un
sistema que dependa de un parametro externo X controlable experimentalmente (el
campo magnético, por ejemplo) de forma que dicho parametro pueda variarse en un
régimen en el que el sistema es siempre cadtico. Obténgase el espectro de energias
variando de forma suave el parametro X y obsérvese la trayectoria de cada nivel
de energia en funcién de X. El resultado mas caracteristico de este experimento es
que la distancia entre dos niveles consecutivos puede variar bruscamente en funcién
de X, pero siempre de forma que los niveles no se cruzan ni se tocan; por eso se
dice que los espectros cadticos presentan repulsion de niveles. Por el contrario, si el
mismo experimento se repite en un sistema que permanece integrable al variar X,
los niveles de energia pueden cruzarse sin ningin tipo de restriccion.

El estadistico més utilizado para caracterizar las correlaciones de corto alcance
es la distribucién de probabilidad P(s) de los espaciamientos de primeros vecinos
si = €11 — €. Debido a la repulsion de niveles, en los sistemas caoticos P(s) — 0
cuando s — 0; en los sistemas integrables, por el contrario, no existe esta restriccion.
Los trabajos seminales de Berry y Tabor [22|, y Bohigas, Giannoni y Schmit [23]
proponen expresiones exactas para la P(s) de sistemas integrables y caoticos, respec-
tivamente; dichas expresiones han sido corroboradas posteriormente por multitud de
trabajos tedricos y experimentales.

En el caso de los sistemas integrables, Berry y Tabor [22] demostraron con cier-
to rigor en el limite semiclasico que la secuencia {s;} de espaciamientos para un
sistema integrable puede considerarse como una secuencia de variables aleatorias
independientes. Esto da lugar a que la secuencia de espaciamientos para este tipo
de sistemas siga una distribucién de Poisson

P(s) =e". (2.70)

Notese que segiin esta distribucion, P(0) = 1, y que < s >= 1, tal y como ha de
ocurrir en una secuencia de niveles reescalados.

El caso de los sistemas cadticos es un poco més complicado. En [23], Bohigas y sus
colaboradores conjeturaron que las propiedades estadisticas de los niveles de energia
de los sistemas cadticos coinciden con las propiedades estadisticas de los autovalores
de una colectividad de matrices aleatorias con simetria adecuada; dicha conjetura
se conoce como conjetura BGS (Bohigas, Giannoni y Schmit) y atun no ha sido

38De aqui en adelante utilizaremos el término cadtico con el significado de ergédico o completa-
mente cadtico, salvo que se especifique lo contrario.
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Figura 2.6: Distribucion de espaciamientos de préoximos vecinos para un billar rec-
tangular a alta energia (ejemplo de sistema integrable) y un hamiltoniano GOE
(ejemplo de sistema caotico). En ambas figuras, los histogramas representan los va-
lores numéricos. En el caso integrable, la curva continua corresponde a Poisson y la
discontinua a GOE; en el caso cattico se invierte esta tipografia.

demostrada con rigor, aunque hay abundante evidencia teérica y experimental de su
veracidad (véase, por ejemplo, [36]). El calculo de la distribucion de espaciamientos
correspondiente es complicado, pero puede aproximarse muy bien con la distribucion
de Wigner, valida para matrices con dimension N = 2. En el caso de sistemas
correspondientes a la colectividad GOE, dicha distribucién es

P(s) = gs exp (—252) . (2.71)

Al igual que en el caso integrable < s >= 1; la principal diferencia estd en que
P(0) = 0 debido a la repulsion de niveles.

Ademaés de las dos distribuciones presentadas existen otras correspondientes a
hamiltonianos cadticos con simetrias espacio-temporales distintas, correspondientes
a las colectividades GUE y GSE de matrices aleatorias (para mas detalle véase el
apéndice A); también hay algunas expresiones para sistemas que no son ni integrables
ni totalmente cadticos, en cuyo espacio de fases conviven regiones ergbdicas y toros
invariantes. La expresién exacta de todas estas distribuciones puede ser simple o
complicada, pero todos los casos tienen un punto en comtn: P(s) — s? cuando
s — 0, de manera que P(0) = 0 si 8 > 0; el exponente 3 mide la intensidad de la
repulsion, de modo que 8 = 0 representa el caso integrable.

En la figura 2.6 se representa la distribuciéon de espaciamientos a proximos vecinos
para un sistema caotico (un hamiltoniano GOE) y para un sistema integrable (un
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billar rectangular). En ella se aprecia como ambas distribuciones se distinguen con
claridad. Ademas, el acuerdo entre los datos y las curvas tedricas es muy bueno.

Correlaciones de largo alcance

Ademas de la repulsién de niveles, los espectros cadticos se distinguen de los
integrables por las correlaciones de largo alcance. En un espectro caético, los nive-
les tienden a distribuirse de forma que no haya grandes desviaciones con respecto
a un espectro equiespaciado; dicha propiedad se conoce con el nombre de rigidez
espectral’®. Los sistemas integrables, por el contrario, se caracterizan porque no hay
correlaciones en la secuencia de espaciamientos [22].

Una forma habitual de medir las correlaciones a largo alcance es la que se describe
a continuacion. Sea un espectro cualquiera {¢;}. Considérese el nimero de niveles
que hay en una ventana de longitud L centrada en una energia e

e+L/2
n(e, L)=/ ” dzp(z); (2.72)

el proceso de reescalado garantiza que
(n(e, L)) = L, (2.73)

donde el valor medio se hace sobre una colectividad de sistemas equivalentes (véase
la acotacion que se hizo el definir el proceso de reescalado). Una manera estandar de
medir las correlaciones a largo alcance es mediante la varianza de n(E, L), definida
segun

S*(L) = ((n(e, L) — L)*). (2.74)

En un sistema integrable, el estadistico ¥:?(L) es trivial debido a que la secuencia de
espaciamientos es equivalente a una secuencia de variables aleatorias independientes

Y2(L) = L. (2.75)

En los sistemas cadticos, por el contrario, la conjetura BGS afirma que las correla-
ciones a largo alcance coinciden con las predichas por la teoria de matrices aleatorias
2
Y2(L) = = log(L) +ag+O(L™") L>1 (2.76)
0
donde  mide la intensidad de la repulsién de niveles y as depende de la simetria
general del hamiltoniano [32, 37].

39En muchas ocasiones, el término rigidez espectral se aplica directamente al estadistico Az(L),
que mide las correlaciones a largo alcance. En este trabajo entendemos que la rigidez espectral
no es un estadistico sino una propiedad genérica de los sistemas caéticos, que se manifiesta en las
correlaciones a largo alcance.
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Figura 2.7: Estadistico A3(L) para un billar rectangular a alta energia (ejemplo de
sistema integrable) y para un hamiltoniano GOE (ejemplo de sistema caotico). En
ambas figuras, los puntos corresponden a los valores numéricos. En el caso integrable,
la curva continua corresponde a Poisson y la discontinua a GOE; en el caso caotico
se invierte esta tipografia.

El estadistico $:?(L) es conceptualmente sencillo: no es mas que la varianza del
nimero de niveles que hay en una ventana de energia de longitud L. Sin embargo,
en la literatura es mas habitual encontrar que las correlaciones de largo alcance se
miden mediante el estadistico Az(L), cuya definicién es mucho més abstrusa

e+L/2
Ay(L) = <m1’n / dz [N(z) —a— bx]2>. (2.77)

a,b —L/2

En los sistemas integrables, la independencia de los espaciamientos implica que

L

(2.78)

En los sistemas caoticos, el estadistico Az(L) se determina mediante la teoria de
matrices aleatorias

1
= G
donde bg depende de la simetria del hamiltoniano.

En la figura 2.7 se representa el estadistico As(L) para los mismos sistemas
que en la figura 2.6; las escalas de ambas figuras son diferentes para que puedan

As(L) log(L) +bg + O(L™") L>1, (2.79)
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apreciarse mejor las curvas. Al igual que ocurria con la P(s), es posible distinguir
con gran nitidez el caso regular del caso cadtico. No obstante, también se aprecia
una pequena desviacion entre la curva tedrica y los datos en el caso integrable,
especialmente para valores grandes de L. Esta desviacion es debida al proceso de
reescalado; comentaremos este punto en el apéndice C.

Otro estadistico habitual en la medicion de las correlaciones de largo alcance es
el factor de forma, definido en (2.61) como la transformada de Fourier de la funciéon
de correlacion de la densidad de estados. En el apéndice A se ajuntan las expresiones
de este estadistico para las distintas colectividades de RMT.

Todos estos resultados describen bastante bien la parte universal de las fluctua-
ciones de sistemas cadticos e integrables. Sin embargo, las reglas de suma de Ozorio
[34] postulan la universalidad sélo a escalas de energia pequenas, que son las que se
corresponden con érbitas periddicas de largo peridédico; a grandes escalas de energia
(0, lo que es lo mismo, para valores grandes de la ventana L) no es de esperar un
comportamiento universal. En consecuencia, los estadisticos que se acaban de pre-
sentar solo son aplicables para valores de L suficientemente pequefios (que dependen
del sistema y de lo lejos que esté centrada la ventana del estado fundamental)*® [41].

2.3.6. Sistemas intermedios

Toda la teoria desarrollada en las secciones anteriores es aplicable tanto a sis-
temas integrables como a sistemas ergddicos. La gran mayoria de los sistemas ha-
miltonianos, sin embargo, no pertenece a ninguna de estas dos clases: en su espacio
de fases clasico hay regiones integrables y regiones cadticas, sin que pueda distin-
guirse una caracteristica global que los defina (en este sentido, el teorema KAM
no es suficiente). Por esa razon, el estudio de la mecénica cuantica de este tipo de
hamiltonianos no esta tan bien sistematizado como en los casos ergodico e integra-
ble; en particular, no se conoce ningtn estadistico universal que los caracterice. En
esta seccién repasamos brevemente la teoria que existe hoy en dia para este tipo de
sistemas.

Estadisticos en sistemas con espacio de fases mixto

Una primera aproximacion para estudiar sistemas en cuyo espacio de fases coe-
xisten regiones ergodicas y toros invariantes consiste en suponer que cada una de
estas regiones da lugar a una secuencia de espaciamientos, de forma que el espectro
de energias del sistema es el resultado de la superposicion de tantas secuencias como
regiones independientes tenga el espacio de fases. Esta aproximacién esta justifica-

10En el caso del factor de forma K (7), la universalidad se pierde a valores pequefios de 7, que
se corresponden con valores grandes de L.
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da por el principio de condensacion semicldsica uniforme! [42], que implica que
no hay interaccion entre secuencias de niveles correspondientes a distintas regiones
independientes del espacio de fases, lo cual hace posible tratarlas como secuencias
estadisticamente independientes. De esta manera, cada regiéon del espacio de fases
queda caracterizado por un pardmetro p; proporcional a su medida de Liouville*?;
ademés, todas las regiones que contienen toros invariantes pueden pesarse con un
dinico pardmetro p;.

El célculo de los estadisticos para correlaciones de corto y largo alcance es re-
lativamente sencillo en el marco de esta aproximacion. La expresion que se obtiene
para la distribucién de espaciamientos de préoximos vecinos es

d k 72
P(s) = I exp (—u18) Herfc (?uis> , (2.80)
i=2

donde se ha supuesto que hay k regiones caoticas. Las correlaciones a largo alcance
dan lugar a estadisticos méas sencillos, ya que en ellas pueden separarse de forma
aditiva las partes cadticas de las integrables:

k
ZQ(L) = Z%’oisson(ulL) + Z Z%ZMT(/’LZL)a (281)
=2
' k
As(L) = ALon (1) + 3 AR (L) (2.82)
1=2

Estas expresiones se han comprobado mediante numerosos datos procedentes de
experimentos o de simulaciéon numérica y los resultados no son tan buenos como en
los casos integrable y ergodico: para algunos sistemas funcionan bien; en otros, el
desacuerdo es casi completo. Recientemente se ha puesto de manifiesto que el origen
de tales discrepancias puede estar en que la independencia de las secuencias de
espaciamientos nunca es total, ya que las aproximaciones anteriores sélo se verifican
estrictamente en el limite semiclasico.

Una forma de interaccion puramente cuéntica entre las partes integrables y cad-
ticas del espacio de fases es el efecto tunnel cadtico®® [43]. Este fenémeno permite
que el sistema cuéntico pase de una region a otra del espacio de fases, a pesar de
que dicha transicion estd clasicamente prohibida. Cuando esto sucede, el hamilto-
niano no puede escribirse como una superposiciéon de un hamiltoniano integrable y
un hamiltoniano caético (lo que da lugar a dos subespectros independientes), sino

1 Traduccion literal de principle of uniform semiclassical condensation (PUSC).
42La medida de Liouville se corresponde grosso modo con su fraccién en el espacio de fases.
43Traduccioén libre del inglés chaos-assisted tunneling.
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que ha de contener un término mezcla

H =Y EplVp><Vgp|+ Y Ec|¥c>< Uo|+ > [Vac|¥r >< Ve[ + cd,
R C RC

(2.83)
donde Er y Wg son las energias y funciones de onda de los estados regulares, E¢
y ¥ los de los estados cadticos, y Vge describe la interacciéon entre estados cao-
ticos y regulares, que fluctia fuertemente y puede describirse con una distribuciéon
Gaussiana [44].

La inclusion del término de interaccion en el hamiltoniano dificulta el célculo
de los estadisticos habituales, pero aun asi es posible obtener una expresion para
la P(s), que depende de dos parametros: la medida relativa de espacio de fases
integrable y cadtico, y la intensidad del efecto tiinel entre las distintas regiones. En
[44], se conjetura que la distribucion resultante es universal y aplicable a cualquier
sistema con espacio de fases mixto.

Bifurcaciones de 6rbitas peridédicas

Las formulas semiclasicas para calcular la densidad de estados se pueden aplicar
a oOrbitas periddicas aisladas e inestables (caracteristicas de sistemas ergddicos) y
a oOrbitas periddicas estables en familias (caracteristicas de sistemas integrables).
Los sistemas mixtos, que transitan desde la integrabilidad al caos, se caracterizan
porque sus Orbitas periddicas no se inscriben en ninguno de estos dos casos, sino que
presentan una fenomenologia méas rica; para poder describirlos es necesario, por lo
tanto, generalizar las formulas semiclésicas a sus condiciones.

Uno de los fenémenos mas caracteristicos de la transicién de la integrabilidad al
caos son las bifurcaciones: en un determinado momento de la transicion, la 6rbita
periddica se bifurca en varias, lo cual da lugar a un rapido incremento en su nimero.
En general existen muchos tipos de bifurcaciones, pero éstas pueden clasificarse sin
pérdida de informacién en cinco tipos.

En [45] se demuestra como cada uno de estos tipos contribuye con un término
adicional a la férmula de la traza de Gutzwiller. Si se considera un sistema con
dos grados de libertad (un billar de dos dimensiones, por ejemplo), cada uno de los
distintos tipos de bifurcaciones contribuye con un término de distinto orden en #.
El nimero total de términos diferentes es cuatro y el peso de sus contribuciones
estd entre el peso de las contribuciones de las drbitas inestables aisladas (sistemas
caoticos) y el de las orbitas estables en familias (sistemas integrables).

A la vista de los resultados anteriores parece razonable suponer que cada tipo
de bifurcacién aporta un grado de repulsion y de rigidez espectral diferente. No obs-
tante, para poder obtener expresiones para los estadisticos seria necesario conocer
cual es la medida relativa de cada tipo de bifurcacién, asi como si éstas son grandes
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o pequenas comparadas con las medidas asociadas a las regiones integrables y ergo-
dicas del espacio de fases. No se conocen por el momento estudios genéricos sobre
este tema.

Estadisticos fenomenolégicos

Los estudios anteriores pretenden abordar la caracterizacion de los sistemas mix-
tos mediante la aplicacién de conceptos y propiedades fisicas. Existe, ademas, una
segunda posibilidad, quizd menos satisfactoria desde el punto de vista conceptual,
pero que muchas veces concuerda mejor con los resultados numeéricos y experimen-
tales: la construccion de estadisticos fenomenologicos.

El estadistico mas importante y mas utilizado para la caracterizaciéon de la tran-
sicién de integrabilidad a caos para sistemas con simetria GOE, los més habituales,
es la distribucion de espaciamiento de Brody, que interpola entre estos dos extremos
[46]

w+ 27\
P(s,w) = a(w+1)s” exp(—as*t"), a = (F [—]) . (2.84)
w+1
El parametro w varia entre w = 0, lo que da lugar a la distribucién de Poisson, y
w = 1, que corresponde a la distribuciéon de Wigner; la distribucién exacta para el
caso caotico se puede ajustar con w = 0.957.
Otra distribucion fenomenolégica muy utilizada es la distribucion de Izrailev
[47], que interpola también entre integrabilidad y caos, pero incluyendo més tipos
de simetria (que dan lugar a repulsiones més intensas)

2 Be TBe
P(s, Bey) = Ag,, 5" exp (_1—6f82 - [Bgef - f] 5) : (2.85)

En esta expresion, 3.y puede variar entre 8.5 = 0, que corresponde a la distribucion
de Poisson, y 3.y = oo, que da lugar a una repulsién infinita, esto es, a un espectro
equiespaciado. Las dos constantes Ag . y Bg,, se determinan por normalizacion:
[ dsP(s, Bep) =1y <s>=1.

No existen férmulas de interpolaciéon semejantes para los estadisticos Y%(L) y
As(L).






Capitulo 3

Autosimilaridad y series temporales

El objetivo fundamental de esta tesis doctoral es el estudio del espectro de ener-
gias de un sistema cuantico como si fuese una serie temporal, considerando la energia
como analogo del tiempo. En este capitulo hacemos un breve repaso a las técnicas
habituales de anélisis de series temporales, poniendo especial énfasis en aquellas que
se van a utilizar en los capitulos posteriores. Se pretende que el lector disponga de
la informacioén suficiente para comprender y apreciar los todos los resultados y su
interpretacion, asi como la motivaciéon que induce a comparar un espectro cuéntico
con una serie temporal. Al igual que en el capitulo anterior, se evitan los detalles
matemaéticos de dificultan la exposicion; el lector interesado en tales detalles puede
consultar la bibliografia.

3.1. Series temporales y espectros de energias

Imagine el lector que va a un hospital o a una consulta médica y que alli se le
realiza un electrocardiograma, es decir, se registra la serie de latidos que da su cora-
z6m en funcion del tiempo. Una senal como esa recibe el nombre de serie temporal,
ya que registra la evoluciéon temporal de un fenémeno mediante una serie de puntos
o medidas (en este caso, cada uno de los latidos cardiacos). Imagine ahora el lector
que no se encuentra en un hospital sino en un laboratorio, y que se realiza el siguien-
te experimento: se introduce un niicleo atémico en un dispositivo experimental y se
explora su estructura en funcién de la energia, de modo que todos los valores E; a los
cuales es posible excitar el niicleo desde su estado fundamental quedan registrados.
Procedamos a continuaciéon a comparar los resultados de los dos experimentos. En
el primero se anot6 cada valor temporal ¢; en el que sucedia un latido; en el segundo,
cada valor de energia E; accesible al nicleo. A pesar de la gran diferencia entre los
dos sistemas que se estudian, los dos experimentos dan un resultado muy parecido:
una serie de senales distribuidas con un patrén regular y afectadas por ruido.
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El experimento de registrar los latidos cardiacos en funcién del tiempo es una
practica habitual para diagnosticar enfermedades del corazén. Durante los tltimos
anos se ha demostrado, ademaés, que el analisis mateméatico de la senal resultante
puede resultar de gran utilidad; como ejemplo significativo, en [48] se muestra que
una senal procedente de un corazon enfermo tiene diferentes propiedades estadisticas
que la procedente de un corazon sano. La explicacién de este resultado es bastante
sencilla: lo que se mide cuantitativamente en [48] es que el corazén sano trata de
compensar cualquier pequena arritmia, no s6lo a escala local, sino a mucho més
largo plazo; asi, su ritmo tiende a ser lo méas regular posible (una vez descontadas
las variaciones debidas a cambio de actividad).

Procedamos ahora con un nuevo experimento. Imagine el lector que se le muestra
una secuencia regular de sucesos (por ejemplo, una serie de marcas distribuidas con
un cierto patréon en un folio) y que se le pide a continuaciéon que la reproduzca de
memoria. Por lo general, una persona no esti capacitada para memorizar y repro-
ducir con total exactitud algo como lo que se acaba de describir; es natural suponer,
por lo tanto, que el resultado de este experimento ha de ser una secuencia que re-
produce el mismo patréon que la secuencia original, pero afectada de ciertos errores
aleatorios. En [49] se realiza un experimento como el que se acaba de describir y se
analizan estadisticamente los errores cometidos por una serie de personas al tratar
de reproducir de memoria la secuencia original; el resultado del anéalisis es que los
errores no son totalmente aleatorios, sino que presentan una estructura muy pareci-
da a las fluctuaciones en el ritmo cardiaco de un corazén sano. Al igual que ocurria
en el caso anterior, la explicacion de este resultado es bastante logica y sencilla: la
persona trata de reproducir una secuencia lo més parecida posible a la muestra, de
manera que, si comete un error por exceso, tiende a cometerlo a continuacién por
defecto para compensar; ademas, como la persona tiene una vision global de la se-
cuencia que esta produciendo, esta compensaciéon no se produce solamente de forma
local, sino que aparece més o menos a todas las escalas.

Una vez comprendidos estos resultados, resulta muy interesante echar un nuevo
vistazo a la figura 2.5, en la que se representan los espectros de energias de un
oscilador arménico, un sistema cadtico y un sistema integrable. En la citada figura
se aprecia bastante bien que en el sistema cadtico las desviaciones con respecto
a la secuencia equiespaciada estin compensadas: no hay ni espaciamientos muy
grandes ni muy pequenos; en el espectro integrable, por el contrario, no hay visos de
semejante compensacion. En consecuencia, parece tentador suponer que el espectro
cadtico se comporta como la persona que trata de corregir sus errores o el corazon
sano, mientras que el integrable se comporta méas bien como un corazén enfermo.

Todos los experimentos que se acaban de comentar son muy complejos, su inter-
pretaciéon no es tan sencilla y sus resultados no son tan nitidos y concluyentes. No
obstante, todos ellos resultan muy ilustrativos de cara a la analogia que pretende-
mos establecer y que sera la base de todos los resultados que constituyen esta tesis
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doctoral. Un espectro cudntico no es muy diferente a una serie temporal, de modo
que las técnicas que sirven para estudiar estas ultimas pueden resultar muy ttiles en
el estudio de los primeros.

Una forma un poco méas formal de comparar ambas magnitudes es la que se
propone a continuacion. En [50] se presenta un algoritmo matematico para construir
series temporales con propiedades estadisticas como las que presentan un corazon
sano o un individuo que trata de corregir los errores. Si x; es dicha senal para t = 1At,

M/ 1 2rkt;
i = — : , 1<i< M, 3.1
x ;\/;cos( T +¢k> <1< (3.1)

donde T = M At es el periodo de la serie y la secuencia {¢y} se puede generar al
azar. Si comparamos esta expresion con la formula de la traza de Gutzwiller (2.53)
particularizada, por ejemplo, para un billar rectangular

N BV Tr 12 S
p

se observa que el parecido entre ambas es evidente.

3.2. Autosimilaridad

En el capitulo anterior se vio que una de las caracteristicas del caos en sistemas
hamiltonianos es la complejidad de las trayectorias, que no constituyen un movi-
miento peridédico ni multiperiddico. Ademés de los sistemas hamiltonianos, en la
naturaleza existen otros muchos fenémenos muy complejos en los que, de una ma-
nera o de otra, se manifiesta el caos: trafico, sistemas biolégicos, caudal de rios,
comportamiento humano, evolucién del mercado de valores. . .; todos estos sistemas
se caracterizan por una trayectoria' mucho mas complicada que un movimiento mul-
tiperiodico. A pesar de ello, no todo es desorden en el caos: hay algunas estructuras
simples que emergen de la complejidad.

Una de las propiedades méas ubicuas dentro de la complejidad del caos es la
autosimilaridad. Este fenémeno consiste en la invariacion frente al cambio de escala:
el sistema se comporta de la misma manera a escalas grandes y a escalas pequenas;
el grado y tipo de desorden es el mismo. En realidad, ningtin objeto fisico presenta
autosimilaridad matematica, ya que tarde o temprano aparece una escala limite (la
constante de Planck, el tamano de un atomo, la velocidad de la luz, el tamano
del universo ...); pero esto no supone un grave inconveniente: se puede definir y

'En este contexto, trayectoria significa evolucién temporal de una variable cualquiera, como
puede ser el caudal de agua o el precio de una accién en el mercado.
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estudiar la autosimilaridad en un rango finito de escalas, de la misma manera que
la limitacion en el tiempo no impide el estudio de sistemas periodicos.

3.2.1. Leyes de potencias

La autosimilaridad se expresa matematicamente mediante las leyes de potencias.
Considérese un sistema fisico descrito por la siguiente ley:

f(z) =cz®. (3.3)

Si se estudia el mismo sistema en una escala diferente y = Az, la ley que lo describe
es exactamente la misma salvo una constante multiplicativa:

f(Az) = A2 = A\ f(z). (3.4)

Por esa razon se dice que las leyes de potencias son invariantes de escala.

Las leyes de potencias aparecen de manera ubicua en la fisica: en leyes sencillas,
como la gravedad newtoniana, o en fen6menos muy complejos, como las transiciones
de fase de segundo orden. En el estudio de series temporales o procesos estocésticos,
la autosimilaridad se define de forma estadistica. Sea un proceso estocéstico X (t), es
decir, una secuencia ordenada de variables aleatorias que pueden ser independientes
o relacionadas entre si; se dice que éste es autosimilar? si

(X (A1) = A" (X)), (3-5)

donde < ... > indica promedio sobre distintas realizaciones.

Las series temporales autosimilares aparecen en muchos fenémenos de la natura-
leza. Los primeros trabajos sobre esta propiedad se deben a H. E. Hurst, que estudio
el problema del almacenamiento de agua en un embalse. Hurst se dio cuenta de que
la evolucion temporal del volumen de agua almacenado en un embalse da lugar a
una serie temporal autosimilar; a partir de este descubrimiento invent6 la primera
técnica de analisis basada en la autosimilaridad [51].

3.2.2. Movimiento browniano

A partir de los resultados de Hurst, la biisqueda de autosimilaridad en la evolu-
cion temporal de sistemas complejos se ha convertido en una herramienta fundamen-
tal: sirve tanto para una descripcion cualitativa como para la prediccion a medio o
largo plazo. Hoy en dia existen muchos modelos basados en variables aleatorias que

2Rigurosamente este tipo de procesos se denominan autoafines, ya que en ellos la autosimilaridad
aparece solamente de forma estadistica. En este trabajo no estableceremos diferencia alguna entre
autosimilaridad y autoafinidad.



3.2 Autosimilaridad 55

dan lugar a una senal también aleatoria con estructura no trivial. En este trabajo
nos vamos a centrar unicamente en modelos sencillos que dan lugar a una senal
autosimilar; una descripcién mas completa puede encontrarse, por ejemplo, en [52].

El paradigma de autosimilaridad en series temporales es probablemente el mo-
vimiento browniano (y su generalizacion, el movimiento browniano fraccionario).
Considérese una particula que avanza hacia la izquierda o hacia la derecha, de for-
ma que en cada paso puede avanzar o retroceder una distancia £2. Al cabo de un
cierto tiempo t, la posiciéon de la particula queda determinada por la suma de todos
estos desplazamientos

X =Y & (3.6)

Si se supone que la secuencia de desplazamientos {;} es una secuencia de variables
aleatorias independientes generadas con una distribucién de probabilidad cualquiera
(que supondremos de media nula, para simplificar), es posible demostrar que

(X (1) = X (to)) ox [t — to]'7, (3.7)

donde el valor medio se calcula tomando diferentes realizaciones del mismo proceso.
A partir de este resultado podemos definir una funciéon

fr) = (Xt +7) = X(O)]) oc 772, (3-8)
de forma que la autosimilaridad se manifiesta explicitamente segin

FOxr) = A2 5 (). (3.9)

Una forma sencilla de generalizar este proceso consiste en definir un nuevo pro-
ceso Xy (t) tal que en él
f(r) oc 78, (3.10)

donde 0 < H < 1 [53]. Los procesos que cumplen esta condicién se denominan
mouvimientos brownianos fraccionarios.

En la figura 3.1 se muestran tres procesos Xpy(t) con H = 0.1, H = 0.5y
H = 0.9 respectivamente. En cada una de las figuras se ha anadido una ventana
en la esquina superior derecha en la cual se muestra la misma senal ampliada; el
lector puede apreciar gracias a ella que la senal es autosimilar, ya que su aspecto es
el mismo con independencia de la escala. Ademés, en la citada figura se aprecia con
nitidez que la senal se va volviendo mas suave segiin se aumenta el exponente H,
y también que para valores pequenos de H la tendencia a volver al origen X = 0

3Una manera sencilla de llevar a cabo este proceso consiste en lanzar una moneda al aire y
desplazar la particula a la izquierda o a la derecha segin la moneda caiga de cara o de cruz.
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Figura 3.1: Representacion grafica de una realizaciéon de un movimiento browniano
fraccionario para tres diferentes valores de H. En los tres casos se adjunta un panel
con una ampliacion de la senal.
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es mucho mayor que para valores grandes. Una forma de cuantificar esta ultima
caracteristica es mediante una funcién de correlacion

C(t) = MI?;;E;)%(Q) =2 (221 1), (3.11)

que mide la relacién entre la posiciéon de la particula en dos instantes separados por
un intervalo 7 = 2¢. A partir del comportamiento de C(t) se pueden establecer tres
clases de procesos:

» H < 1/2. En este caso, la funcion de correlacion es negativa, de forma que una
trayectoria creciente? en el pasado produce una trayectoria decreciente en el
futuro, y viceversa. De una forma cualitativa, puede decirse que la particula
tiende a no alejarse mucho del desplazamiento medio, corrigiendo pequenas
desviaciones locales; se dice entonces que el movimiento es antipersistente.

» H = 1/2. En este caso, que corresponde al movimiento browniano normal,
la funcién de correlacion es nula, de forma que no hay correlacién entre la
posicién de la particula en dos instantes diferentes: la particula se mueve a
saltos completamente aleatorios.

= H > 1/2. En este caso, la funciéon de correlacion es positiva, de manera que
si la trayectoria es creciente (o decreciente) en el pasado lo seguird siendo
también en el futuro. Al contrario que en el caso H < 1/2, esto de lugar a
que la probabilidad de que la particula se aleje del comportamiento medio sea
bastante grande, ya que las pequenas desviaciones locales no se corrigen sino
que se incrementan; se dice, pues, que el movimiento es persistente.

La clasificacion entre procesos persistentes, antipersistentes y neutros es muy
util de cara a su descripcion cualitativa. Por ejemplo, muchos procesos relacionados
con catastrofes naturales (como una crecida excesiva de un rio, con las consiguientes
inundaciones) estan caracterizados por senales persistentes: una vez que la magnitud
ha empezado a crecer, ésta tiende a seguir creciendo, agravando las consecuencias
derivadas de ello®. Por el contrario, los procesos que involucran una autorregula-
cion, como el control del ritmo cardiaco o la correccién de errores [48, 49|, quedan
caracterizados por senales antipersistentes.

4Dado que se estd suponiendo que todos los procesos estocésticos involucrados son de media
nula, una trayectoria creciente indica que la particula tiende a moverse con saltos £ > 0. En el caso
més general, en el que no hay restriccion alguna sobre el valor medio, este mismo comportamiento
indica que la particula tiende a moverse con saltos superiores al valor medio.

5Haciendo una interpretacién humoristica, se puede decir que este resultado justifica el dicho
“las desgracias nunca vienen solas”.
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3.2.3. Dimension fractal

Una de las caracteristicas mas llamativas de algunos sistemas autosimilares es
la dimensién fractal. Este concepto no se utiliza directamente en esta tesis doctoral
(es decir, no se calculan explicitamente ni dimensiones fractales ni otras magnitudes
asociadas a la geometria fractal), pero esté claramente relacionado con algunos de
los resultados obtenidos; por esa razéon hemos decidido incluir este breve epigrafe
sobre fractales, cuya lectura puede obviarse sin pérdida de continuidad.

Considérese una costa arriscada, con una linea muy compleja; la costa de No-
ruega, con sus fiordos, suele tomarse como paradigma [51]. Supongase que se quiere
medir la longitud de la citada linea de costa, y que para ello un observador recorre su
contorno en un planisferio y suma la longitud de todos sus recovecos hasta obtener
una buena aproximacion (que depende de la precision de la regla utilizada). Para
comprobar la validez de esta aproximacion, el observador puede sustituir el planis-
ferio por un mapa local, que reproduce la misma linea de costa a mayor escala.
En este nuevo mapa, las zonas que parecian rectas en el planisferio se muestran en
realidad mucho méas complejas, con multitud de recovecos muy semejantes a los que
se habian medido con anterioridad; su consideracién produce que la medida de la
longitud aumente drasticamente. Para solventar esta dificultad, el observador puede
volver a aumentar la precisiéon de la medida, hasta recorrer a pie la linea de costa
para medir con precision la contribucion a la longitud total de todos los recovecos.
En cada ampliacién, la costa vuelve a mostrar complejidad en las zonas que parecian
suaves, de modo que su longitud aumenta cada vez que se mejora la precision de
la medida, hasta el punto de resultar imposible establecer una cota superior como
valor de la longitud de la costa.

El ejemplo que se acaba de poner muestra la relacion entre autosimilaridad y
fractales. Al igual que las series temporales expuestas en la figura 3.1, la costa
de Noruega es autosimilar porque una ampliaciéon tiene el mismo aspecto que la
senal original, de forma que no es posible establecer una escala natural para las
fluctuaciones. Al mismo tiempo, la costa de Noruega posee dimension fractal, ya
que es un objeto mas grande que una curva (su longitud diverge al aumentar la
precision con la que se mide) y mas pequenio que una superficie®; la inica forma de
describirlo es mediante una dimension fraccionaria’.

El mismo procedimiento para medir la longitud puede aplicarse a las curvas
presentadas en la figura 3.1. En todos los casos la longitud diverge al medirse con

6La superficie de la linea de costa puede medirse de la siguiente manera: en cada iteracion se
recubre la citada linea con patrones de superficie de un tamafio determinado (cuadrados de lado
unidad, por ejemplo); el nimero de patrones necesarios para recubrir toda la linea da una medida
de su area. Al aumentar la precision de la medida (esto es, al disminuir el tamafio del patron) se
observa que la superficie disminuye hasta hacerse cero en el limite de precisién infinita.

"Para una explicacién mas detallada del concepto de dimensién fractal, asi como para una
definicién matematica de la dimension fraccionaria, véase, por ejemplo [51].
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una precisiéon infinita; del mismo modo, su area se hace nula al incrementar la
precision. La razén de este comportamiento estriba en que existe una relacion entre
la dimension fractal D de la representacion grafica de un proceso estocastico X () y
su exponente de Hurst H: D = 2— H; en consecuencia, las tres curvas representadas
en la figura 3.1 son objetos fractales, cuyas dimensiones son D = 1.1, D =15y
D = 1.9 (casos H = 0.9, H = 0.5 y H = 0.1 respectivamente [51, 54|). Podemos
concluir, por lo tanto, que las series antipersistentes son objetos con dimensi6on
fractal proxima a dos (es decir, casi superficies), mientras que las series persistentes
tienen dimension proxima a uno (es decir, son casi curvas).

3.3. La transformada de Fourier

Una de las técnicas més habituales en el estudio de series temporales es la trans-
formada de Fourier. Una serie temporal cualquiera (por ejemplo, cualquiera de las
tres presentadas en la figura 3.1) puede descomponerse en varias sehales simples, ca-
da una de ellas caracterizada por un periodo 7" o por una frecuencia w®. La expresion
matemética de esta descomposicion es

X(t) = / " dw R (w)e, (3.12)
Rw) = % / T aX (et (3.13)

donde X () es la sefial original y X (w) la sefial transformada.

En general, la funcion X (w) es compleja, de modo que no resulta de gran utilidad
a la hora de describir una serie temporal real. Una buena simplificacién consiste en
utilizar en su lugar el espectro de potencias®, definido como el médulo al cuadrado
de la transformada de Fourier
2

Pw) = ‘X’(w) (3.14)

Esta magnitud indica la potencia asociada a cada frecuencia w, de forma que es una
buena medida del peso que cada senal de periodo w lleva en la senal original.

El concepto de autosimilaridad presentado en la secciéon anterior puede trasla-
darse facilmente a la transformada de Fourier de la senal. Se dice que una senal es

8En realidad, esta descomposicién sélo puede realizarse para sefiales periédicas o de soporte
finito. En el apéndice B estudiamos con detalle la aplicacion de las técnicas de Fourier a procesos
estocasticos.

9Traduccién literal del inglés power spectrum. En la literatura puede encontrarse también como
densidad espectral.



60 Autosimilaridad y series temporales

autosimilar si su espectro de potencias verifica
(P(w)) oxc w™, (3.15)

donde el valor medio indica promedio sobre diversas realizaciones de un mismo
suceso.

En general, se acepta que una senal autosimilar en el espacio de Fourier lo es
también en su representacién temporal: la relacién entre la autosimilaridad en la
senal original y en su espectro de potencias es & = 2H +1 [55] si 1 < a < 3; de esta
manera, se considera que una senal es persistente si a > 2 y que es antipersistente
si a < 2; los limites = 3 y a = 1 pueden tomarse como los limites de persistencia
y antipersistencia. No obstante, hay rigurosos estudios [50] que muestran que esa
relacién no es cierta en todos los casos y puede dar lugar a interpretaciones erréneas.

3.3.1. El ruido 1/f

Una de las consecuencias mas llamativas del uso del espectro de potencias en el
estudio de series temporales es la terminologia. Imagine el lector que se registran
en un CD varias pistas correspondientes a diferentes senales actisticas, y que todas
ellas se reproducen hacia adelante, hacia atras y a varias velocidades con ayuda de
un ordenador. En general, los cambios de velocidad o sentido de la reproduccién en
una senal cualquier tienen como consecuencia una impresién muy diferente al oido;
sin embargo, si su espectro de potencias verifica (3.15), la sensacion auditiva es la
misma con independencia de la velocidad y el sentido de la reproduccion. La forma
habitual de referirse a las senales invariantes con respecto al modo de reproduccion
es mediante el término ruido.

La palabra ruido es casi ubicua en la literatura sobre series temporales y suele
venir acompafada de un adjetivo que cataloga el tipo de sefial. Segiin [56], los ruidos
se pueden clasificar en funcién de «, de modo que: si a = 0, la sefial es un ruido
blanco (por analogia con la luz blanca, que contiene la misma energia para todas
las longitudes de onda); si a = 1, la senal es un ruido rosa; si a = 2, la sefal es un
ruido marrén'® (por analogia con el movimiento browniano); y si a = 3, la sefial es
un ruido negro.

Entre todos los ruidos, el rosa o 1/f es el mas importante, ya que aparece de
una forma casi ubicua en la naturaleza (una buena coleccion de referencias se puede
encontrar en [57]) y no se conoce ningtin mecanismo fisico sencillo que pueda explicar
esta ubicuidad. Ademas, el ruido 1/f puede considerarse un limite, ya que separa
las sefiales autosimilares estacionarias (con —1 < a < 1) y las no estacionarias
(1 < a < 3), lo cual le imprime unas propiedades mateméaticas muy interesantes.

10Del inglés brown.
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Correlaciones y ruido 1/f

Una forma alternativa de caracterizar matematicamente las series temporales

autosimilares es mediante el uso de funciones de correlacion. Si la senal es estacio-
11

naria‘’, es posible definir una funcién de correlacion
1 (7
R(r) = lim — / AX ()X (t+7), (3.16)
T—00 T -T

que se relaciona de forma sencilla con el espectro de potencias.

o
Pw)= | drR(r)cos(er), (3.17)
—0oQ

La sencilla relacion entre la funcion de correlaciéon y el espectro de potencias tiene
como consecuencia que la autosimilaridad de la primera implica la autosimilaridad
del segundo y viceversa; en concreto, si P(w) oc w™%, entonces R(7) oc 771, siempre
y cuando 0 < v < 1; para o > 1 las integrales divergen.

Para generalizar esta conclusion a una serie f(¢) no estacionaria conviene redefinir
la funcién de correlaciéon y evitar asi las divergencias. Si tomamos la funcién

C(r) = 2[R(0) — R(r)] = lim % /_ X () - X, (3.18)

el espectro de potencias queda determinado por

™

o) =2 /O T dwP (W) [1 — cos(wr)]. (3.19)

De este modo, si P(w) oc w™® entonces R(7) oc 7*7L, siempre y cuando 1 < a < 3.

A raiz de todo lo anterior se concluye que el ruido 1/f es un caso patologico,
pues su funcién de correlacion siempre diverge; no es posible considerarlo ni como un
proceso estacionario ni como un proceso no estacionario. No obstante, esta divergen-
cia puede eliminarse considerando una serie temporal discreta'?. Si en la ecuacién
(3.19) consideramos un ruido 1/ f discreto (con un tiempo de muestreo ¢,,;,) y finito
(con una longitud T'), la funcion de correlacion es

21

C(7) x /tmm dwil — COS(wT), (3.20)

2m w

T

1De aqui en adelante se considerard que una sefial es estacionaria cuando son estacionarios
sus dos primeros momentos[52]. Se dice que una magnitud estadistica cualquiera es estacionaria
cuando sus propiedades son las mismas en diferentes puntos de la serie temporal.

12Desde un punto de vista experimental todas las series temporales son discretas, ya que se
obtienen mediante un muestreo At.
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que converge V7, Ademaés, esta expresion admite el limite para series de longitud
infinita 7" — oo, de modo que

C(r) / gL cos(wr) _ / 1~ cos(z) (3.21)
0 0

W T

donde T, = 27 /tin- El resultado que se obtiene para la funcién de correlacion asi
definida es

C(r) o Ci (}) + v+ log(7) — 1og(Tmim), (3.22)
de modo que
C(r) x log(r), TL > 1. (3.23)

A partir de este resultado se puede concluir en primer lugar que el ruido 1/ f s6lo
puede existir en series discretas, ya que se necesita una cota superior en frecuencia
(0, lo que es lo mismo, una cota inferior en periodo de oscilaciones) para que no
se produzca una divergencia en la funciéon de correlacion. Ademas, la expresion
anterior muestra que este tipo de senales no son autosimilares; pueden considerarse,
empero, un extrano limite entre las senales autosimilares estacionarias y las senales
autosimilares no estacionarias (que se denominan a veces ruidos y movimientos
respectivamente [58]).

PRROOO

T T
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log C(1)

log T log T
(a) Funcién de correlacion C(7) en escala (b) Funcién de correlacion C'(7) en escala
doble logaritmica. log(7) vs. C(1)

Figura 3.2: Funcion de correlacién C(7) para seis senales con espectro de potencias
P(w) o w® generadas mediante (3.1). En todos los casos se representan tan sélo
unos pocos puntos para mayor claridad del resultado.

Esta conclusién es méas o menos evidente, ya que emana directamente de la
estructura de correlacion del ruido 1/ f. No obstante, es muy habitual encontrar en la
literatura trabajos en los que el ruido 1/ f se considera y se analiza como autosimilar
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y estacionario; en muchas ocasiones, incluso, se estudia su espectro fractal a base
de ajustar funciones muy parecidas a C(7) a una ley de potencias® C(7) oc 7. La
causa principal de estos errores se encuentra a nuestro juicio en la falta de articulos
que alerten sobre esta peculiaridad: apenas en unas pocas referencias técnicas sobre
ruido 1/f se hace mencién a este fenomeno [59]. Por otro lado, también puede
argiiirse que el comportamiento logaritmico solamente aparece cuando o = 1 de
forma estricta, lo cual no va a ocurrir nunca en un analisis numérico.
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0 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

log t©

Figura 3.3: Funcion de correlacion C(7) para ruidos 1/f de diversa longitud L ge-
nerados segun la ecuacion (3.1). En todos los casos se dibujan solamente unos pocos
puntos para mayor claridad.

Presentamos a continuacién unos pocos resultados para ilustrar la importancia
del comportamiento logaritmico del ruido 1/f. En la figura 3.2 se dibuja la funcién
de correlacién C(7) para seis series temporales con o = 0.90, a = 0.95, o = 0.99,
a=1.01, a = 1.05, o = 1.10 respectivamente; todas ellas se han generado mediante
la ecuacion (3.1) con L = 16384; en todos los casos se han desplazado las curvas
verticalmente para evitar solapamientos. Segin la ecuacion (3.19), todos estas se-
ries deberian dar lugar a una ley de potencias en la funcién de correlacion'?; si se
representa en una escala doble logaritmica, la grafica deberia consistir en una linea
recta con pendiente positiva para « > 1 y negativa para o < 1. En la figura, sin
embargo, se manifiesta un comportamiento muy diferente: en la representacién doble

13En general este tipo de ajustes no dan un error desproporcionado que pueda hacer sospechar
que la ley de potencias no es adecuada. Si se realiza un ajuste lineal en escala logaritmica para
valores altos de 7 suele obtenerse H ~ (0.1 con cierta precisiéon.

14Nétese que en principio la ecuacién (3.19) estd definida para 1 < a < 3. No obstante, la integral
puede calcularse también para —1 < a < 1, obteniéndose el mismo resultado C(7) oc 7271,
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logaritmica no se observa una linea recta, sino que en todos los casos se aprecia una
curvatura importante; por el contrario, si se dibuja la grafica en representacion C(7)
vs. log(7) se aprecia que los puntos se distribuyen méas o menos alrededor de una
linea recta, de forma que todo parece indicar que C(7)  log(7). Esta anomalia es
debida al tamano finito y a la naturaleza discreta de las senales: en todos los casos
tmin = 1y T = 16384, de forma que las cotas superior e inferior para las frecuencias
SON Wypin, = 27/16384, wWpee = 27. La conclusion es que en cualquier calculo que
involucre series temporales con P(w) o< w~(!*9 ha de considerarse la posibilidad de
que la funcién de correlacién sea logaritmica.

En la figura 3.3 se representa la funcion de correlacion C(r) para ruidos 1/f
estrictos generados mediante (3.1) para distintos tamanos L; las curvas se muestran
desplazadas en el eje vertical para evitar que se superpongan unas sobre otras. En
esta ocasion se observa con nitidez el comportamiento logaritmico de la funcién de
correlacion; las anomalias a 7 grande se deben al tamano finito de las muestras: puede
verse que segin se aumenta L estas anomalias aparecen a mayor 7. Este resultado nos
permite confirmar la conclusiéon anterior, segiin la cual las correlaciones logaritmicas
y la ausencia de autosimilaridad en ruidos 1/f ha de tenerse muy en cuenta en
cualquier calculo numérico.



Capitulo 4

Caracterizacion de sistemas
cuanticos caodticos e integrables

En el primer capitulo se mostré que el anélisis de las fluctuaciones del espec-
tro de energias es una de las herramientas més importantes para detectar el caos
en mecéinica cuantica. Este descubrimiento conllevd la definicion de una serie de
estadisticos adecuados para discernir entre los sistemas caoticos y los sistemas inte-
grables; su aplicacién ha servido durante los tltimos veinte anos para caracterizar
el caos cuantico tanto en simulaciones como en medidas experimentales; el anéalisis
de las fluctuaciones del espectro de energia puede considerarse, por lo tanto, una
disciplina practicamente cerrada. No obstante, la universalidad de ciertas propie-
dades de series temporales correspondientes a sistemas fisicos de gran complejidad,
como la autosimilaridad, incitan a preguntarse si las fluctuaciones que caracterizan
el caos cudntico presentan también este tipo de propiedades; el interés en responder
a esta pregunta radica en que, si esto fuera asi, podria concluirse que la complejidad
de un espectro cuintico (cadtico o integrable) es muy similar a la complejidad de
otros muchos fendmenos naturales y sociales. En este capitulo, que representa el
cuerpo central de la presente tesis doctoral, se lleva a cabo el estudio de las fluctua-
ciones espectrales con técnicas habituales del anélisis de series temporales. A partir
del anélisis de espectros procedentes de modelos teoéricos, simulaciones o calculos
numéricos y datos experimentales se concluye que las fluctuaciones espectrales de
los sistemas cuéanticos presentan las mismas propiedades universales que las fluc-
tuaciones caracteristicas de muchos fenémenos naturales y sociales. Esta conclusiéon
permite postular que la complejidad de los espectros cuinticos estd organizada se-
glin patrones comunes a la complejidad que observamos todos los dias a nuestro
alrededor.
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Figura 4.1: Comparacion entre un espectro cadtico (RMT) y un espectro equidis-
tante: las lineas continuas constituyen el espectro cadtico y las lineas discontinuas
el espectro equidistante. La funcion ¢, muestra la distancia entre el enésimo nivel
de ambos espectros.

4.1. La funcién /9,

En la seccién 3.1 se comenté6 que es posible establecer de forma natural una
analogia entre el espectro de energias de un sistema cuantico y determinadas series
temporales, como una secuencia de latidos cardiacos: la variable tiempo sobre la que
se suceden los latidos del corazén puede considerarse equivalente a la variable energia
sobre la que se suceden los niveles de un espectro. Por otro lado, en el capitulo 2 se vio
que una de las caracteristicas principales de los espectros de energias de los sistemas
cuanticos cadticos es la rigidez espectral: la tendencia del espectro a parecerse lo més
posible a un espectro equidistante, como el de un oscilador arménico. La conjuncién
de estos dos resultados proporciona una forma natural de estudiar las correlaciones
entre los niveles de un espectro cuantico mediante una serie temporal que mida
como se desvia el espectro en estudio de un espectro equidistante!. En la figura 4.1
se muestra una forma sencilla de construir tal serie temporal: se define una funcién
0, que mide la distancia del enésimo nivel de un espectro caotico €, con respecto al
mismo nivel en un espectro equiespaciado €, = n.

La funcién 6,, permite estudiar las fluctuaciones de los espectros cuénticos me-
diante técnicas estandar del anélisis de series temporales: basta considerar el indice
n como un tiempo discreto. En la mayoria de las ocasiones, sin embargo, no es po-
sible conocer experimentalmente el ntiimero de orden exacto de los niveles medidos;

1Ge est4 suponiendo que el espectro estd reescalado de forma que g(E) = 1.
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en general, se conocen tan sblo los niveles que se encuentran en una determinada
ventana de energia, sin que haya informacion de ningtn tipo sobre los niveles que
estan fuera de ella. Para poder aplicar la funcién §,, a tales situaciones, es necesario
definirla de una forma mas precisa, de modo que la tnica informacion relevante sea
la posicion relativa entre los niveles (que es suficiente para calcular las correlaciones
sin ambigiiedad).

Sea una secuencia completa® de niveles {F;}, reescalados segtin (2.69)

donde i € {1,..., N} representa el orden de los niveles conocidos, con independen-
cia de su posicion con respecto al estado fundamental. Considérese la secuencia de
espaciamientos {s;}, donde

Si = €j41 — €. (42)

A partir de ella, se define la funcién 6, como

Sn =3 (55— (s3)) = Zw (4.3)

=1

donde la w; es la fluctuacién del i-ésimo espaciamiento con respecto a su valor medio®.

Esta definicion permite calcular la funcién 4, para cualquier secuencia de nive-

les consecutivos, independientemente de su posicion relativa en el espectro. Si se

sustituye la definicion de espaciamiento (4.2) en la ecuacion (4.3), la funcion o,
resulta

Op = €pp1 — €1 — N (4.4)

Asi pues, si se toma €; como estado fundamental, §,, representa la desviacion del
enésimo estado excitado con respecto a su valor medio, es decir, la desviaciéon del
enésimo estado excitado con respecto a un espectro equiespaciado.

La funcién §,, es conocida dentro de la comunidad de caos cuéntico [37], pero
hasta este trabajo no se habia utilizado nunca como estadistico. En su lugar, es
relativamente frecuente encontrarla como herramienta para detectar niveles perdidos
en un experimento o en una simulacion [60], aunque esta técnica no siempre es fiable.
En esta tesis doctoral utilizaremos el espectro de potencias de esta funcién, definido
a partir de la transformada de Fourier,

~ 1 = omikn
0k = i Z 0, €xXp (—T> , (4.5)

2Una secuencia finita E1, ..., Ex se dice completa si se conocen todos los niveles que la compo-
nen.
3De aqui en adelante se considerara que, debido al proceso de reescalado, < s; >= 1.
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seglin
~ |2
5 _
PE=15 (4.6)
para caracterizar las fluctuaciones de los sistemas cuénticos cadticos, regulares e
intermedios, y veremos también que ese mismo estadistico sirve para detectar los
efectos anémalos debido a propiedades especificas de cada sistema como las 6rbitas

periddicas de periodo més corto.

4.2. Estudio de matrices aleatorias

La teoria de matrices aleatorias puede considerarse el paradigma del caos cuanti-
co, ya que las fluctuaciones de su espectro de autovalores coinciden de forma genérica
con las de los espectros de hamiltonianos cuénticos cadticos. En esta seccion se uti-
lizan diferentes colectividades de RMT para estudiar las correlaciones de los espec-
tros cuénticos mediante la funcion §,. En primer lugar se estudian las colectividades
Gaussianas (GOE, GUE, GSE, GDE), que son las mas utilizadas en la literatura,;
una breve descripcion de estas cuatro colectividades se presenta en la secciéon 2.3.4 y
en el apéndice A. En segundo lugar se estudia la colectividad EGOE(2) (o TBRE),
que se construye mediante la aplicacion de una interaccién a dos cuerpos aleatoria
sobre un sistema finito de fermiones; la justificaciéon y la definicion precisa de esta
colectividad se presentan en la seccion correspondiente.

4.2.1. Colectividades Gaussianas

En esta seccion se estudian las colectividades GOE, GUE, GSE y GDE. Los
resultados permiten conjeturar la forma del espectro de potencias de la funcién 9,
para sistemas cadticos y regulares, y estan publicados en la revista Physical Review
Letters [38].

Calculo de los autovalores

El estudio de los espectros de las cuatro colectividades Gaussianas mediante el
espectro de potencias de la funcién 6, es bastante sencillo. La expresion (2.67) pro-
porciona directamente la distribuciéon de probabilidad de la secuencia de autovalores,
pero no es facil de aplicar porque éstos no aparecen como variables aleatorias inde-
pendientes. El método de calculo utilizado en este trabajo consiste en generar cada
uno de los elementos de matriz de forma independiente segin las ecuaciones (2.64),
(2.65) y (2.66) (la colectividad GDE se ha generado aplicando (2.64) tan solo a los
elementos diagonales de la matriz), y en diagonalizar a continuacion las matrices
resultantes mediante rutinas procedentes de la libreria NAG [61|. Una simple ma-
nipulaciéon en las ecuaciones anteriores permite comprobar explicitamente que los
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elementos de la matriz son variables aleatorias independientes. En el caso del GOE,
por ejemplo

A\ N2 9 4\ NV-1)/2
P(Hy, .. Hyy) = (F) (7) TTexo (—AH2) T] exp (—AHZ,) .

n#m
(4.7)
Si se considera, ademés, que la simetria del hamiltoniano implica una matriz simé-
trica, es evidente que

H exp (—AHgm) =

m#n

H €xp (_Aﬂzm)] = H exp (_2AHzm) ) (48)

n<m n<m

de forma que una matriz GOE puede construirse generando los elementos diagonales
independientemente con una distribucion de probabilidad

y los no diagonales con
P(H;j) = Cexp(—2AH}), (4.10)

donde, en ambos casos, la constante C' se determina por normalizacion.

En el caso de matrices GUE, el procedimiento es practicamente el mismo, con la
salvedad de que las partes real e imaginaria de cada elemento del hamiltoniano se
generan también de manera independiente; la condicién de hermiticidad se impone
utilizando la misma relacion entre los elementos diagonales y los no diagonales que
en el GOE e imponiendo que los primeros sean reales.

El caso del GSE es un poco mas complicado, ya que cada elemento del hamil-
toniano es un cuaternién. No obstante, esta particularidad puede solventarse con
facilidad considerando cada componente como una matriz 2x2,

_( (Ho)ij +1(Hs)ij  (Hi)ij+ i (Ha)is ) |
Hij = ((_Hl)ij +i(Hy)ij (Ho)ij— 1 (H3)z'j> ; (4.11)

calculando cada componente cuaternionica independientemente respetando las si-
metrias del problema, que se manifiestan de la siguiente forma,

(Ho)ij = (Ho)jz'7 (4.12)
(Hl)ij == (Hl)]z ) (4.13)
(H2)z'j = (H2)ji ) (4.14)
(Hs);; = — (Hs) ;i (4.15)
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e imponiendo la misma relacién entre la distribucién de probabilidad para elementos
diagonales y no diagonales que en los casos anteriores. Notese que de esta manera
los elementos de la diagonal se reducen a nimeros reales®.

La colectividad GDE, al estar compuesta por matrices diagonales, se genera de
manera trivial.

Meétodo de reescalado

Una vez generado el espectro de energias, el siguiente paso para estudiar sus
fluctuaciones consiste en llevar a cabo el procedimiento de reescalado. Segiin se vio
en el capitulo 2, en el caso de la RMT existe una férmula cerrada para la densidad
de estados (2.68), por lo que dicho procedimiento puede realizarse de una manera
trivial. Con el fin optimarlo, resulta recomendable tomar A = v/2, de forma que
la densidad de estados para GOE, GUE y GSE (nuevamente el caso del GDE es
trivial) puede expresarse

1
~V2N — E? E| < V2N

GE)={ = o IBls ’ (4.16)
0, |E| > v/2N.

En todos los casos que se presentan en esta memoria el reescalado se ha realizado
mediante la densidad acumulada, que se obtiene trivialmente de la expresién anterior

0, E < —V2N,

_ E N FE
N(E)=<{ —+/2N — E? + — 1, — | — N/2 Fl < V2N
(B) 2W¢7+Warcan( T_EQ) /2, |E| < VAN,
N, E > V2N,
(4.17)

Estudio de la funcién 6,

Una vez calculado y reescalado el espectro, el calculo de la funcién §,, para las
cuatro colectividades mediante la ecuacion (4.3) es trivial. En la figura 4.2 se repre-
senta la citada funcién para una realizacion de cada una de las cuatro colectividades.
Una primera inspeccion visual muestra que el caso GDE es cualitativamente dife-
rente a los otros tres: en este caso, la funcién 4,, es claramente menos picuda. Las
colectividades GOE, GUE y GSE, por el contrario, dan lugar a unas fluctuaciones
cuyo aspecto global apenas difiere: en todos los casos se aprecia una gran tendencia

4Con esta representacién es evidente que un sistema de dimensién N se caracteriza por una
matriz de dimensién 2N. A pesar de ello, el numero de autovalores sigue siendo N, ya que las
simetrias impuestas producen que cada uno de ellos tenga degeneraciéon dos.
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a corregir pequenas desviaciones con respecto a su valor medio; la principal diferen-
cia es la amplitud de las fluctuaciones, que disminuye segiin aumenta la repulsion,
tal y como era de esperar segin las distribuciones de espaciamientos a proximos
vecinos que se adjuntan en el apéndice A en las ecuaciones (A.7), (A.8) y (A.9). En
las cuatro figuras se incluye una ventana en la que se representa la senal ampliada;
gracias a ella se puede observar que el aspecto de la sefial es parecido a diferentes
escalas, por lo que es razonable pensar que la serie puede ser autosimilar. Ademaés,
una comparaciéon con la figura 3.1 pone de manifiesto la gran similitud entre el ca-
so GDE y una senal temporal con H proximo a 0.5; de igual modo es patente el
parecido entre las otras tres colectividades y senales con H proximo a cero.

-50

. . . . . . . . .
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n

(a) GDE

0

. . . . . . . . .
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n

(¢) GUE

[9) 50 100 f[50 2pO

. . . . . . . . .
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(b) GOE

LS
1=
o

[o] 50 100 150
n

. . . . . . . . .
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n

(d) GSE

Figura 4.2: Funcién ¢,, para una matriz GDE, GOE, GUE y GSE respectivamente.
En cada panel, la ventana superior derecha muestra la misma senal ampliada.

Con el fin de estudiar de forma precisa el comportamiento de la funcion é,, para
cada una de las cuatro colectividades, realizamos el célculo del espectro de potencias.
Como se explica en la seccion B.2 del apéndice B, el espectro de potencias debe
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ser promediado con el fin de eliminar las fluctuaciones estadisticas, especialmente
cuando éste se representa en escala logaritmica. En este caso hemos procedido de la
siguiente forma:

1. Hemos generado 30 matrices diferentes para cada colectividad, las hemos dia-
gonalizado y hemos reescalado cada uno de sus espectros mediante la expresion
analitica para la densidad acumulada (4.17).

2. Hemos calculado la funcién é,, para cada uno de los espectros.

3. Hemos calculado el espectro de potencias en cada caso, utilizando un algoritmo
FFT para implementar la transformada de Fourier (véase apéndice B).

4. Hemos calculado el espectro de potencias medio de la colectividad, segin se
describe en la seccién B.2.

log k

Figura 4.3: Espectro de potencias medio para las colectividades GOE. GUE, GSE y
GDE, calculado utilizando 30 matrices para cada colectividad. Las lineas continuas
representan el ajuste por minimos cuadrados a una ley P,f x k™.

En la figura 4.3 se representa el espectro de potencias obtenido segtn el proce-
dimiento anterior para las cuatro colectividades en estudio. Lo primero que llama
la atencion es que en los cuatro casos los puntos siguen con bastante exactitud una
linea recta, al menos para frecuencias suficientemente bajas; esto permite postular
que el espectro de potencias es de la forma < P >= A/k®. Las lineas rectas que
se representan en cada uno de los casos son el resultado de un ajuste lineal por
minimos cuadrados para el que no se han considerado los puntos correspondientes
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a las frecuencias mas altas®; los resultados de dicho ajuste se presentan en la tabla
4.1.

Colectividad Q
GDE 1.982 4+ 0.016
GOE 1.080 + 0.016
GUE 1.016 &+ 0.015
GSE 0.995 £ 0.015

Tabla 4.1: Valores del parametro « para las colectividades GDE, GOE, GUE y
GSE. El calculo se ha realizado mediante ajuste por minimos cuadrados a una ley
P,f x k~¢ del espectro de potencias medio de 30 matrices para cada colectividad.

La principal conclusion que se obtiene tras este cilculo es que existe una diferen-
cia clara entre el caso regular y el caso caotico: el primero da lugar a un espectro de
potencias P oc 1/k?, mientras que en el segundo P{  1/k; el primero es analogo
a un movimiento browniano y el segundo a un ruido 1/f. Como se ha dicho con
anterioridad, la RMT se considera el paradigma del caos cuéntico; resulta razonable
pensar por lo tanto que los resultados que se acaban de obtener son representativos
no solamente de las colectividades Gaussianas de matrices aleatorias, sino del caos
cuantico en general. A lo largo de las proximas secciones abordaremos esta cuestion
en otros sistemas mediante el analisis de otras colectividades de matrices aleatorias
y de diversos sistemas fisicos caoticos y regulares.

Por otro lado, el hecho de que P,f se describa con una ley de potencias, junto con
el aspecto de la funcién d,, para los casos en estudio, permite establecer un vinculo
entre la rigidez espectral, caracteristica del caos cudntico, y la antipersistencia. La
rigidez espectral, cuya principal consecuencia es que el espectro de energias tiende a
parecerse al de un oscilador armonico, se manifiesta en forma de antipersistencia, es
decir, en la tendencia de la serie temporal (la funcién §,,) a corregir las desviaciones
con respecto a su valor medio. Més concretamente, puede considerarse que las series
temporales correspondientes a sistemas ergodicos se encuentran en el limite de anti-
persistencia, ya que, como se vio en el capitulo 3, las antipersistencia aparece en las
series cuyo espectro de potencias cumple 1 < a < 2. A ese respecto, seria interesante
determinar con mayor exactitud si « es mayor o estrictamente mayor que 1 para
las colectividades GOE, GUE y GSE; en los proximos capitulos abordaremos esta
cuestion.

5En este caso se han eliminado todos los puntos tales que logk > 2.2. No existe un criterio a
priori para estimar esta cota.
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4.2.2. Interacciones Gaussianas aleatorias

Las colectividades Gaussianas de la RMT resultan sorprendentemente eficaces
en la descripcion de los sistemas cuanticos cadticos, tanto los simples (de pocos
grados de libertad, como los billares), como los complejos (de muchos grados de
libertad, como el niicleo atémico). Sin embargo, estas colectividades son muy dificiles
de justificar desde el punto de vista fisico, ya que se basan en interacciones a N
cuerpos (donde N es el niimero de particulas involucradas en el sistema), cuando las
interacciones fundamentales de la naturaleza son siempre a dos cuerpos®. En esta
seccion estudiamos una nueva colectividad de matrices aleatorias, el EGOE(k)”, que
se construye a partir de fuerzas aleatorias a k cuerpos. En los proximos apartados
definimos y presentamos las propiedades mas relevantes de esta colectividad; el lector
interesado en un estudio méas detallado puede consultar [62].

Definicién y propiedades

Considérese un sistema finito, con [ niveles energéticos sin degeneraciéon y m
fermiones sin espin. El espacio de Hilbert asociado a este sistema es de dimension

l .
N = ( m ), y cada uno de los vectores de la base se puede construir segin

u>=[[ALI0 >, ji <...<jm js € (1,1) Vs, (4.18)

s=1

donde .Ajt crea una particula en el nivel j;.
Una interaccién a k cuerpos sobre dicho sistema se define

vk = Z V]'1<---<jk;i1<---ik"4;—1 .. A;G‘Alk .. .Ail, Jk € (1, l) VEk; iy € (1, l) VE,
< <Jrit1 <.k
(4.19)
donde A;, destruye una particula en el nivel ix; la interaccion se dice de £ cuerpos
porque cambia k particulas de unos niveles a otros®. Si los elementos de la matriz
V*) en la base anterior son variables aleatorias generadas segiin la distribucién
de probabilidad y cumpliendo las simetrias del GOE, la colectividad resultante se

denomina EGOE(k). La dimension de V*) en esta base es D = < llc )

6Existen también algunas interacciones fenomenoldgicas a méas cuerpos, como las fuerzas nu-
cleares de tipo Skyrme, que incluyen términos a tres cuerpos.

"Iniciales de inglés Embedded Gaussian Orthogonal Ensemble, que se puede traducir como co-
lectividad Gaussianas ortogonal embebida; la razén de esta terminologia se vera més adelante.

8Notese que estdn también incluidos aquellos términos que mantienen las k particulas en sus
respectivos niveles. Estos términos determinan la energia de cada configuracion.
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La matriz V*) determina univocamente el sistema, ya que contiene toda su infor-
macion fisica; en particular, la posicién de los [ niveles de energia esta determinada
por el valor de sus elementos. A pesar de ello, en la mayoria de las ocasiones resulta
mucho maés util expresar la matriz V) en la base del espacio de Hilbert, compuesta
por los vectores |u >

VE = (u|v®|v). (4.20)

En general, en esta nueva representaciéon muchos de los elementos de la matriz son
nulos, ya que un estado |p > no puede conectarse con cualquier otro estado |v >
mediante una interacciéon a k cuerpos; concretamente, todos los elementos Vu(,lf) que
conectan estados que difieren en la posicién de mas de k particulas son nulos, ya que
una interacciéon a k cuerpos puede cambiar a lo sumo la posiciéon de k particulas.
Solo cuando el ntimero de cuerpos de la interaccion es igual al niimero de particulas,
k = m, la matriz quf) no tiene elementos nulos?; por esa razon, se dice que las
colectividades Gaussianas de la RMT corresponden a interacciones a m cuerpos.

La colectividad EGOE ha sido ampliamente estudiada a lo largo de los tltimos
afos, en especial el caso EGOE(2), conocido también como TBRE!?, correspondiente
a interacciones a dos cuerpos. A pesar de ello, y al contrario de lo que sucede con las
colectividades Gaussianas de la RMT, se conocen muy pocos resultados analiticos;
entre ellos destacan:

» En el limite diluido, que corresponde a (I, m) — oo con m/l — 0, la densidad
de estados es Gaussianas, no semicircular como en el GOE [63].

= Cuando k < m, las propiedades estadisticas de cada uno de los miembros de
la colectividad no coinciden con las de la colectividad en su conjunto. Por esa
razon se dice que el EGOE(k < m) no es ergodico [64].

s En el limite [ — oo, las fluctuaciones espectrales solamente siguen la estadistica
Wigner-Dyson si 2k > m. Por debajo de ese valor comienza una transicion
hacia fluctuaciones tipo Poisson, que aparecen cuando k£ < m < [ [65].

Los resultados segundo y tercero son especialmente importantes a la hora de es-
tudiar la funcién §,,. La falta de ergodicidad es un grave inconveniente a la hora de

90bviamente, un elemento puede ser nulo de forma accidental, ya que la suma

Vu(,’f) = <u |V(k)‘l/> = Z <M |‘/j1<...<jk;z'1<...ikAj_1 ...A;-:Ai,e AL | 1/> (4.21)

J1 < <Jr3i1 <. lp

puede anularse sin necesidad de que todos sus elementos sean cero. No nos referimos aqui a este
tipo de situaciones

OTniciales del inglés Two Body Random Ensemble, que se puede traducir como Colectividad de
fuerzas aleatorias a dos cuerpos.
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describir un sistema fisico concreto mediante las propiedades de la colectividad, ya
que todo sistema es semejante a una realizacion, no a la colectividad en su conjun-
to. Este inconveniente puede solucionarse en principio reescalando cada espectro de
forma independiente [62], pero eso no es en general sencillo: la propia no ergodicidad
produce que no exista una expresion Unica para la parte suave de la densidad de
estados. Por otro lado, el tercer resultado muestra que es necesario recurrir al limite
N — oo para obtener resultados significativos, de forma que cualquier computacion
queda afectada por efectos de tamafo finito. En la propia referencia [65] se postula
que el acuerdo entre las colectividades Gaussianas y los niveles procedentes de fisica
nuclear es debida al tamano finito de las configuraciones con nucleones de valencia,
que son las necesarias para calcular los niveles que se utilizan habitualmente para
hacer estadistica. En esta seccion estudiamos las propiedades estadisticas tanto de
la colectividad como de cada uno de sus miembros para diversos casos, tratando de
solventar o ilustrar los problemas comentados dentro de nuestros limites computa-
cionales.

Meétodo de reescalado

El reescalado de espectros de matrices EGOE presenta dos importantes dificul-
tades con respecto al reescalado de matrices GOE, GUE o GSE: la inexistencia de
resultados analiticos y la no ergodicidad. En este trabajo hemos solventado la pri-
mera de las dificultades aproximando la densidad acumulada N(FE) mediante un
desarrollo en polinomios de Chebyshev, segin lo explicado en el apéndice C; en [66]
se sigue un procedimiento muy parecido. La falta de ergodicidad, por el contrario, no
tiene una solucién sencilla: en ningin caso es posible reescalar cada espectro median-
te una funcién N(E) valida para toda la colectividad. En consecuencia, el proceso
que hemos utilizado consiste en reescalar cada espectro individualmente mediante
una aproximacion en polinomios de Chebyshev; los posibles efectos espurios debidos
a este proceso se comentan a continuacion.

Comportamiento de la funcién §, al variar el ntimero de cuerpos de la
interacciéon

Segtun los resultados publicados en [65], las fluctuaciones espectrales de las ma-
trices EGOE dependen de la relacion entre el nimero de niveles [, el nimero de
particulas m y el niimero de cuerpos de la interaccion k; en el limite (I, m) — oo es
de esperar una transicion suave del la regularidad al caos. Los resultados numéricos
muestran, sin embargo, que para valores razonables de (I, m)'! una interaccion a dos
cuerpos es suficiente para producir un espectro caético, lo que estid de acuerdo con

Entendemos por valores razonables aquellos que se pueden alcanzar en una simulacién con un
ordenador estandar.
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los resultados obtenidos en fisica nuclear. A continuaciéon estudiamos el comporta-
miento de §,, para un caso (I, m) = (13, 6), variando la interacciéon desde k = 1 hasta
k = 6 cuerpos.

En la figura 4.4 se muestra la densidad de estados del sistema en estudio en
funcién del niimero de cuerpos de la interaccion para varios espectros de una misma
colectividad. Esta magnitud no aporta informacién relevante sobre la estructura de
correlacion de las fluctuaciones, pero es de gran ayuda para comprender el problema
de la falta de ergodicidad. El caso k£ = 1 es claramente el mas complicado, ya que
la diferencia entre los distintos casos es muy grande. En el caso k£ = 2 también se
pueden apreciar importantes diferencias entre los distintos espectros, aunque éstas
son ya mucho menores; en cualquier caso, es importante resaltar que la estadistica
de las fluctuaciones no esta relacionada con la falta de ergodicidad, como veremos a
continuaciéon. En los casos con k£ > 2 se observa que las densidades de las distintas
realizaciones se van pareciendo mas entre si segliin se aumenta el niimero de cuerpos
de la interaccion, hasta ser practicamente la misma en el limite £k = m = 6. La
conclusion que se obtiene es que la falta de ergodicidad esta directamente relacionada
con el nimero de ceros de la matriz de la interaccion en la base del espacio de Hilbert.

Una vez reescalados todos los espectros, calculamos el valor medio del espectro
de potencias de la funcién 6, para cada interaccion como medida de la intensidad
del caos; en esta ocasion hemos utilizado 30 matrices diferentes en cada caso. En
la figura 4.5 se muestran los resultados obtenidos, junto con el mejor ajuste por
minimos cuadrados a una ley de potencias'?; en la tabla 4.2 se presentan los re-
sultados del ajuste. La principal conclusién que se obtiene es que el caso k£ = 1
es regular, mientras que todos los demas son cadticos, sin diferencias significativas
entre ellos; esto pone de manifiesto que los resultados de [65] no se reproducen para
(I,m) pequenios. Ademas, se aprecia con claridad que el caso k = 1 presenta efectos
an6malos importantes a baja frecuencia, debidos con casi total seguridad a la falta
de ergodicidad?!?.

Caracterizacion del TBRE en funciéon del nimero de niveles

La colectividad de interacciones aleatorias a dos cuerpos (TBRE) es especial-
mente interesante, ya que es la mas razonable desde el punto de vista fisicol. A

12E] ajuste se ha realizado solamente en el rango de frecuencias en el que < P,f >x k™%, es
decir, se han descartado tanto las frecuencias muy bajas como las muy altas.

13L0s efectos espurios debidos al proceso de reescalado son siempre més importantes en espectros
regulares, ya que las grandes desviaciones con respecto a la media que caracterizan a éstas son
especialmente sensibles al proceso de reescalado. Notese que las bajas frecuencias se corresponden
con las fluctuaciones de periodo grande, es decir, con aquellas en las que se manifiestan las grandes
desviaciones con respecto al valor medio.

1Ta colectividad EGOE(1+2), es decir, la colectividad de matrices con interacciones aleatorias
a uno y dos cuerpos, es incluso més representativa, pues practicamente todos los modelos fisicos
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(a) Interaccion a 1 cuerpo
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(d) Interaccién a 4 cuerpos
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(f) Interaccion a 6 cuerpos

Figura 4.4: Densidad de estados para matrices EGOE (I, m) = (13, 6) en funcién del
numero de cuerpos de la interaccion. En cada panel se representan cinco realizaciones

de cada colectividad.
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1 cuerpo 2 cuerpos

log <P 5>
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log k log k
(a) Interaccion a 1 cuerpo (b) Interaccion a 2 cuerpos
3 cuerpos 4 cuerpos
5 5
4 a4+ 4
3 3 ~

log <P %>
log <Pk5>

2 o} 0.5 1 15 2 25 3 2 o] 0.5 1 15 2 25 3
log k log k
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4 a4+ 4
3 3 ~

log <P 5>
log <Pk5>

2 o} 0.5 1 15 2 25 3 2 o] 0.5 1 15 2 25 3
log k log k
(e) Interaccién a 5 cuerpos (f) Interaccion a 6 cuerpos

Figura 4.5: Espectro de potencias de la funcion §,, para matrices EGOE (I,m) =
(13,6) en funcion del nimero de cuerpos de la interaccion. Las lineas corresponden
al ajuste por minimos cuadrados a leyes P o< k=°: la linea continua representa el
ajuste por minimos cuadrados de cada caso concreto, y la linea discontinua el ajuste
a un caso opuesto, es decir, cadtico para el caso integrable e integrable para el caso
cadtico.
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Q
1.948 + 0.021
1.076 £ 0.013
1.070 £ 0.013
1.074 £ 0.011
1.072 £ 0.011
1.073 £ 0.012

| O | W N |

Tabla 4.2: Valor del exponente « en funciéon del niimero de cuerpos de la interaccion
para matrices EGOE (I,m) = (13,6). El célculo se ha realizado ajustando por
minimos cuadrados a una ley P{ oc k= el espectro de potencias medio de 30 matrices
para cada colectividad.

raiz de los resultados que se acaban de presentar, parece logico suponer que todos
los espectros de esta colectividad han de ser cadticos, con independencia del niimero
de niveles y particulas del sistema'®. A continuacién estudiamos este problema con
varios ejemplos, y caracterizamos tanto la colectividad en su conjunto como cada
una de las matrices por separado. Parte de este trabajo esta publicado en [67].

= (I,m=(11,6) ©
SBry (I,m)=(12,6) =

3 (Lm)=(13,6) o 4
(,m)=(14,6) e
(.m)=(1 o

log k

Figura 4.6: Espectro de potencias medio de 200 matrices para cinco colectividades
TBRE de 6 particulas e interaccion a dos cuerpos. Las lineas continuas representan
el ajuste por minimos cuadrados a una ley P,f x k79,

En la figura 4.6 se representa el espectro de potencias de la funcién d,, para cinco

incluyen este tipo de interacciones.
15Recuérdese que estamos considerando matrices de dimensién no muy grande, de forma que los
resultados de Benet et. al [65] no son aplicables.
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colectividades diferentes de 6 particulas con interaccién a dos cuerpos. En los cinco
casos el promedio se ha realizado sobre 200 matrices de la misma colectividad; esa
es la razon por la cual las fluctuaciones con respecto al valor medio son menores que
los ejemplos presentados con anterioridad. Ademés, los puntos se han desplazado
horizontalmente para evitar solapamientos, y se han eliminado las frecuencias mas
bajas, que se desvian ligeramente del comportamiento lineal debido al proceso de
reescalado. En la tabla 4.3 se resumen los resultados; en ella se puede ver que los
valores obtenidos para « coinciden con los del caso anterior (colectividad (I,m) =
(13,6) para k > 2y con los que se obtuvieron para el GOE en la secciéon anterior.

(Ilm) | N «
(11,6) | 462 | 1.090 + 0.011
(12,6) | 924 | 1.081 £ 0.007
(13,6) | 1716 | 1.071 £ 0.005
(14,6)

(

3003 | 1.073 £ 0.004
15,6) | 5005 | 1.057 + 0.003

Tabla 4.3: Dimension y valores de o para diversas colectividades TBRE de 6 parti-
culas. El calculo de « se ha realizado ajustando por minimos cuadrados a una ley
P} « k™ es espectro de potencias medio de 200 matrices para cada colectividad.

Ademas de la caracterizacion de las fluctuaciones espectrales de la colectividad
en su conjunto, resulta muy interesante estudiar también las de cada uno de los
miembros por separado; a fin de cuentas, un sistema fisico (como un niicleo) se
representa por una matriz, no por un conjunto de ellas. Para presentar toda la
informacién de forma compacta y sencilla se ha procedido de la siguiente manera:
se ha calculado el espectro de potencias de la funcion ¢, para cada miembro; se
ha promediado cada uno de los resultados segiin el tercero de los procedimientos
descritos en B.2; se ha ajustado cada caso a una ley < P} > k=2, descartando las
frecuencias més bajas y las méas altas; y se ha construido un histograma en funciéon
del nimero de casos que se han encontrado para cada valor de «.

En la figura 4.7 se representan los resultados para las colectividades de 12 a 15
niveles segin el procedimiento que se acaba de describir; en la tabla 4.4 se resumen
los resultados. En todos los casos se observa que la distribuciéon estd centrada en
un valor cercano al valor medio para toda la colectividad, y que la probabilidad
de obtener valores de « alejados del valor medio es pequena. Ademés, la dispersion
disminuye de manera clara segiin se aumenta el nimero de niveles [ (es decir, el
tamafo de la matriz), lo que permite postular que para matrices suficientemente
grandes todos los miembros de la colectividad deben presentar un exponente o muy
proximo al del GOE. Por iltimo, cabe resaltar que en todos los casos el histograma
se ajusta muy bien a una Gaussiana con los pardmetros que se presentan en la tabla
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T 6 T

(I,m)=(12,6) (T m)=(13,6)
Gaussiana - Gaussiana -

5 — st
4 4 4
g 3 1 g 3

(b) (I,m) = (13,6)

T 6 T

(T, m)=(15,6)

(I,m)=(14,6)
Gaussiana -

Gaussiana -

0.6 1.4 0.6 1.2 1.4

a a

(¢) (I,m) = (14,6) (d) (I,m) = (15,6)

Figura 4.7: Probabilidad P(«) de obtener un valor determinado de « para distintas
colectividades TBRE de 6 particulas. El histograma representa el resultado numérico
y la curva una Gaussiana con los parametros que se adjuntan en la tabla 4.4.

4.4.

Todos estos resultados nos permiten concluir que un sistema, fisico con interac-
ciones a dos cuerpos y suficientemente complejo como para que una descripcion
mediante interacciones aleatorias resulte razonable debe presentar un ruido 1/f®
con o ~ 1 en las fluctuaciones de su espectro'®. Ademas, podemos postular que las
desviaciones que presenten los sistemas fisicos con respecto a ese comportamiento
pueden deberse a dos causas: efectos de tamano finito, como un niimero pequeno de
nucleones de valencia en el caso de la fisica nuclear, y el peso relativo del término a
un cuerpo (la energia individual de cada una de las particulas constituyentes) con
respecto a la interaccion total.

16Si la dimension del sistema es lo bastante grande, los resultados de Benet et. al [65] indican
que el sistema deberia comportarse como un espectro regular, es decir, su espectro de potencias
deberia ser de la forma P{ oc k2.
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(lm) | pa | 0o
(12,6) | 1.04 | 0.14
(13,6) | 1.03 | 0.11
(14,6) | 1.06 | 0.08
(15,6) | 1.02 | 0.07

Tabla 4.4: Valor medio y dispersion de P(«) para diversas colectividades TBRE de
6 particulas. Los valores numéricos se han obtenido utilizando 200 matrices para
cada colectividad.

4.3. Estudio de un sistema de muchos cuerpos: el
nicleo atémico

Los resultados obtenidos con las colectividades EGOE y, en particular, con las
EGOE(2) o TBRE, incitan a realizar el mismo estudio con un sistema fisico de mu-
chas particulas. El interés de este tipo de estudios es doble: por un lado comprobar
si los resultados obtenidos con interacciones aleatorias son aplicables a una interac-
cion determinada; por otro, determinar la existencia de caos en sistemas de muchas
particulas, para los cuales la aproximacion semiclasica presentada en el capitulo 2
no es aplicable. De entre todos los sistemas cuanticos de muchas particulas, quiza
el més interesante es el nicleo atémico, ya que las interacciones entre nucleones se
suponen muy complejas y, ademaés, el sistema no posee un anélogo clasico sencillo.
En esta seccién estudiamos las fluctuaciones espectrales de un nticleo atémico es-
table bastante tipico: el 2Mg; los resultados obtenidos con él pueden considerarse
representativos de un amplia variedad de niicleos atémicos. Parte de los resultados
que aqui se presentan estan publicados en [38|.

Calculo del espectro

El estudio de las fluctuaciones espectrales del nicleo atoémico mediante datos
experimentales es, en general, muy complicado. Al principio de la década de los
ochenta, Haq, Pandey y Bohigas utilizaron 30 secuencias de 27 ntcleos pesados
para estudiar el acuerdo entre las fluctuaciones reales de los niicleos atémicos y
las predichas por la RMT [68]. A pesar de la gran cantidad de datos experimentales
disponibles, el estudio final se realiz6 solamente sobre 1407 niveles (correspondientes
a resonancias de protones y de neutrones lentos), lo que da una media de 46.9 niveles
por secuencia; la razon por la cual se utiliz6 un nimero tan pequeno de niveles es
que todas las secuencias deben ser completas (sin niveles perdidos) y puras (con
el mismo momento angular y paridad). Ademas, el estudio de regiones alejadas del
umbral de emisién de neutrones, como la regién del estado fundamental, resulta
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practicamente imposible desde este punto de vista!”.

A la vista de lo anterior, lo més razonable para estudiar las fluctuaciones del
espectro de energias es acudir a modelos tedricos, que permiten calcular un gran
numero de niveles consecutivos con paridad y momento angular bien definidos. En
esta tesis doctoral, el célculo del 2*Mg se realiza mediante una interaccion realista
basada en el modelo de capas. El modelo se construye utilizando un corazén de
16O (8 protones y 8 neutrones) y considerando que el resto de los nucleones se
mueven en las capas Ods/z, 1512 y 0dsj2, es decir, en la capa sd. La interaccion
consta de una parte de campo medio, caracterizada por las energias de particula
independiente €qq;,,, €15,,, ¥ €0d,,, ajustadas a partir de datos experimentales de la
capa sd, y de un término a dos cuerpos de Wildenthal, conocido como interaccion W
o USD, que incluye una dependencia en el ntimero masico de la forma (%)0'3 [69].
La diagonalizacién del hamiltoniano, que es diagonal por cajas con buen momento
angular J, se ha llevado a cabo mediante el codigo NATHAN [70]. Las dimensiones

y el valor del momento angular de cada una de las cajas se resumen en la tabla 4.5.

J| 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 |10
N | 325 | 779 | 1206 | 1304 | 1311 | 1070 | 835 | 531 | 329 | 1564 | 70

Tabla 4.5: Valores del momento angular J y la dimensién de cada submatriz asociada
a dicho valor para el ?*Mg calculado considerando solamente la capa sd.

Método de reescalado

La parte suave de la densidad de estados se conoce con bastante aproximaciéon
para hamiltonianos basados en el modelo de capas; en general, el ajuste a los da-
tos puede hacerse mediante funciones conocidas dependientes de pocos parametros
libres (en el apéndice C se presentan brevemente los resultados conocidos). En esta
tesis doctoral, sin embargo, hemos preferido utilizar la aproximacién en polinomios
de Chebyshev (que se detalla en el apéndice C), ya que ésta se ha mostrado muy
eficaz en una amplia variedad de sistemas. Segin el resultado de la figura C.4, hemos
escogido un orden maximo £ = 10 en el desarrollo en estos polinomios; no hemos
ido més alla debido a la pequena dimension de algunas de las matrices. Para asegu-
rarnos de la validez del método empleado, hemos comparado este procedimiento de
reescalado con una expansion de Edgeworth hasta cuarto y sexto cumulantes [39],
asi como con 6rdenes de Chebyshev proximos a & = 10; los resultados obtenidos
mediante los distintos procedimientos son indistinguibles.

17Existen algunos resultados experimentales para el 26A1 y el 116811 ero en ninguno de los dos
’
casos el nimero de niveles es muy elevado.
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o
1.1 £ 0.3
1.05 £+ 0.20
1.12 £ 0.11
1.05 £ 0.12
1.04 + 0.08
1.08 £ 0.08
1.09 £ 0.15
1.11 £ 0.10
1.20 £ 0.20
1.5 £ 0.7

O 00|~ U x| W N | O|

Tabla 4.6: Valores del exponente « para los distintos espectros con momento angular
J bien definido del 2*Mg. El calculo se ha realizado ajustando cada espectro de
potencias a una ley P,f x k™% por minimos cuadrados.

Estudio de la funcién 6,

Una vez calculados y reescalados los espectros procedemos al estudio de la funcion
0n. En primer lugar, estudiamos cada espectro con momento angular J bien definido
por separado. Cada uno de estos espectros puede considerarse como una realizacion
de una matriz EGOE(1+2), ya que es el resultado de distribuir un nimero finito de
particulas (los nucleones de valencia) en un ntimero finito de niveles (los de la capa
sd); la unica particularidad es que en este caso se seleccionan los estados en funcion
de su momento angular, su paridad y su isoespin.

En la figura 4.8 se muestra el aspecto de la funcién 6, para los espectros con
J=0,...,9;el caso J = 10 no se ha considerado porque su dimensién es demasiado
pequena. En todos los casos se observa que la grafica flucttia en torno al valor medio
sin grandes desviaciones, tal y como se espera de un espectro caotico.

En la figura 4.9 se muestra el espectro de potencias de la funcion §,, para cada uno
de los casos anteriores; el resultado del célculo se presenta con puntos unidos por una
linea poligonal y el ajuste por minimos cuadrados mediante una linea discontinua;
cada uno de los espectros de potencias se ha promediado utilizando el tercero de los
procedimientos descritos en B.2. En todos los casos se observa un buen acuerdo entre
laley < P} > k=® y el resultado del calculo, salvo en el espectro correspondiente
a J =9, que se compone tan sélo de 154 niveles. Los valores del exponente a para
cada caso se muestran en la tabla 4.6. Todos los resultados son compatibles con
a ~ 1, aunque el caso J = 9 no es significativo por el gran valor del error.

Los resultados que se acaban de presentar sirven para caracterizar las fluctua-
ciones de cada uno de los espectros con J bien definido de forma individual, pero,
quizé, resulta més interesante caracterizar el **Mg de manera global. Una forma
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Figura 4.8: Funcién 6, para 10 subespectros con momento angular J fijo del 2*Mg
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L=256 o
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log k

Figura 4.10: Espectro de potencias promedio del ?*Mg calculado utilizando todas las
secuencias existentes con J fijo y longitudes L = 256 y L = 512 respectivamente.

sencilla de hacer esa caracterizaciéon es mediante una media ponderada de los resul-
tados anteriores, pesando cada espectro segiin su nimero de niveles. El resultado de
dicho célculo es:

(a (**Mg)), =1.09 £ 0.14.

Otro procedimiento para caracterizar las fluctuaciones del Mg como un todo
consiste en calcular un espectro de potencias promedio y luego calcular el exponen-
te a del resultado, tal y como se hizo para las distintas colectividades de matrices
aleatorias. En el caso del 2*Mg, y en general de cualquier nicleo atémico, este proce-
dimiento presenta, no obstante, una importante dificultad de naturaleza conceptual:
no es posible promediar sobre diferentes realizaciones del mismo sistema, ya que
la interaccion no es aleatoria. A la vista de los resultados anteriores, una posible
solucién consiste en promediar sobre diferentes valores del momento angular J, ya
que se ha demostrado que las propiedades estadisticas de sus espectros son muy
similares; sin embargo, la diferente dimensién de cada espectro impide realizar ese
promedio de manera sencilla. Para solucionar esta nueva dificultad, hemos proce-
dido de la siguiente manera a) hemos seleccionado una determinada longitud L;
b) hemos dividido todos aquellos espectros que verifican N > L en fragmentos de
L niveles consecutivos, todos ellos con la misma paridad y momento angular; y c)
hemos considerado todos los fragmentos resultantes como miembros de una misma
colectividad. En la figura 4.10 se dibujan los resultados para el espectro de potencias
promedio calculado con L = 256 y L = 512; en la tabla 4.7 se presentan los valores
del exponente « junto con el nimero N de espectros considerados en cada promedio.
Nuevamente se obtienen resultados compatibles con a ~ 1.
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L | Secuencias «
256 25 1.04 + 0.09
512 10 1.03 &+ 0.05

Tabla 4.7: |Valores del exponente « para el **Mg promediado utilizando espectros
de longitud L = 256 y L = 512. El célculo se ha realizado ajustando el espectro de
potencias medio a una ley P} oc k2.

Todos los resultados obtenidos en esta secciéon son compatibles con los obtenidos
en la seccién anterior, al estudiar la colectividad TBRE, y también con el hecho
de que los sistemas cuénticos cadticos estan caracterizados por a ~ 1. Cabe des-
tacar, ademés, que en ningiin momento se han encontrado efectos anémalos a baja
frecuencia correspondientes a las escalas en las que las fluctuaciones no son univer-
sales; esto pone de manifiesto que las 6rbitas peridédicas de periodo corto no tienen
gran relevancia en los sistemas cuanticos complejos de muchas particulas.

4.4. FEstudio de billares cuanticos

Los billares cuanticos son considerados por muchos autores como el paradigma
del caos en mecanica cuantica. En 1984 Oriol Bohigas y sus colaboradores se ba-
saron en los resultados obtenidos en un billar de Sinai para formular la conjetura
BGS, que establece la universalidad de las fluctuaciones del espectro de energia de
los sistemas cuanticos caoticos [23|. En este historico articulo, Bohigas y sus cola-
boradores justificaron la elecciéon de un billar como representante de los sistemas
cuanticos cadticos por medio de tres razones que siguen considerandose validas hoy
en dia:

= Los billares tienen el menor nimero de grados de libertad compatible con
el movimiento cadtico. Esta propiedad permite aplicar con gran facilidad y
eficacia todos los resultados semiclasicos que se resumieron en el capitulo 2, en
particular los referentes a las érbitas periddicas del analogo clasico del sistema.

= En los billares es siempre posible separar las partes suave y fluctuante de
la densidad por medio de la formula de Weyl [26]. Esta propiedad permite
estudiar tanto la universalidad como los efectos anémalos de las fluctuaciones
sin ambigiiedades o efectos espurios relacionados con el proceso de reescalado.

= Los billares tienen un espectro discreto, infinito y que se puede calcular con
gran precision hasta valores muy elevados de la energia. Esta propiedad per-
mite obtener resultados muy significativos estadisticamente y estudiar las di-
ferencias entre regiones muy diferentes del espectro.
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Ademas de estas tres caracteristicas, hoy en dia los billares son también muy im-
portantes porque se pueden estudiar experimentalmente con cierta facilidad. Por un
lado, la tecnologia actual permite la construccion de dispositivos cuanticos mediante
estructuras mesoscopicas que se comportan como billares en muy buena aproxima-
cién; los pozos, puntos y corrales cuanticos son tres buenos ejemplos de lo que la
tecnologia actual permite construir. Por otro lado, la ecuaciéon de ondas en dos di-
mensiones es formalmente idéntica a la ecuacion de Schrodinger estacionaria, de
forma que los modos normales de los sistemas ondulatorios planos son equivalentes
a los niveles de energia de los billares cuanticos en dos dimensiones; los experimentos
de propagacion de ondas en so6lidos y liquidos, y los llamados billares de microondas
sirven en consecuencia para estudiar experimentalmente la estadistica espectral de
los billares cuanticos [32].

En esta seccion vamos a estudiar las fluctuaciones espectrales de un billar regu-
lar y un billar caético, utilizando tanto simulaciones numéricas como datos expe-
rimentales. Ambos billares se describen matematicamente mediante la ecuaciéon de
Schrédinger independiente del tiempo

HY = EY, (4.22)

donde H es el hamiltoniano de una particula libre

h2

H=——
2m

(4.23)
y la funcién de onda ¥ es nula en la frontera y en el exterior del billar. Por lo tanto, la
unica diferencia entre unos billares y otros es la forma de la frontera, que determina
si la dinamica del andlogo clasico es regular o caotica, asi como la dificultad técnica
a la hora de resolver la ecuacion de Schrodinger.

4.4.1. Billar integrable

Existen varios billares que satisfacen la condicién de integrabilidad, tanto en dos
como en tres dimensiones. En esta secciéon vamos a trabajar con un billar rectangular
en dos dimensiones, que es uno de los méas estudiados por su simplicidad; en [22],
por ejemplo, se utilizdé como caso genérico de sistema integrable.

Calculo del espectro

Si se considera que h?/2m = 1, los niveles de energia para un billar de lados a y

b son
2 2

n, n
E(ng,ny) = 72 (g ¥ b_g) , (4.24)
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donde n, y m, son nimeros enteros positivos. Esta férmula permite calcular un
nimero cualquiera de niveles consecutivos en cualquier region del espectro, de modo
que sus propiedades estadisticas pueden calcularse con gran fiabilidad.

Método de reescalado

Al igual que el calculo del espectro, el reescalado se puede hacer analiticamente
gracias a la serie de Weyl [26].
ab (a+b) 1

NE)= —~E- """ FgY? 4.25
( ) 4 2T + 4 ( )

En este trabajo hemos aplicado esta ecuacion sin ajustar ningtin parametro libre.

Aproximacién semiclasica

La gran ventaja de los billares cuénticos con respecto a los sistemas estudiados
con anterioridad es que tienen un anélogo clésico sencillo; en particular, la geometria
del billar rectangular permite calcular explicitamente las magnitudes semiclasicas
que contribuyen al espectro cuintico. En este sistema, las 6rbitas periodicas estan
determinadas por el nimero de rebotes'® (n,,n;) sobre cada uno de los lados a y b;
cada par (n,,n,) codifica una familia de érbitas periédicas de la misma longitud y
periodo*®

lapy = 2v/(ana)? + ()2, (4.27)
1
Tan(E) = Jlan B (4.28)

El conocimiento de las orbitas peridédicas permite calcular las escalas funda-
mentales en el espectro de energias. Considérese la formula de Gutzwiller para la
densidad a una determinada energia E

G(E)=2>"Y A, (E)cos [@ + V,,,r] : (4.29)

18Galvo que se especifique lo contrario, en todo momento se consideran solamente érbitas (n,, np)
primitivas, es decir, aquellas que no se pueden obtener a partir de otras mas simples mediante
repeticion. Por ejemplo, la 6rbita (n, = 2,n, = 4) no se considera porque se obtiene como repeticion
de la orbita (n, = 1,np = 2).

9T .as expresiones que se presentan a continuacién son clasicas. Para que la aproximacién semi-
clasica (4.29) resulte dimensionalmente correcta, es necesario incluir factores /i que se obvian en
(4.28); en particular, el periodo de cada oOrbita periodica se escribe

Tla) = —F—=- (4.26)
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Si se varia la energia una cantidad pequena AFE, todas las magnitudes clasicas
pueden considerarse constantes [71]; sin embargo, el denominador % produce que
una pequena variacion de la accion S,(E) dé lugar a una variaciéon importante en la
fase de la ecuacion anterior. Para calcular la magnitud de esta variacion es suficiente
una aproximacion lineal

25,

Sp(E + AE) ~ Sy(E) + 5

AE. (4.30)
Teniendo en cuenta que 0S,/0F = 7,, donde 7, es el periodo de la 6rbita periddica,
el cambio de fase en la ecuacion (4.29) es

A¢ ~ %AE. (4.31)
A partir de este resultado, puede asignarse una escala de energia a cada Orbita
periddica tal que A¢ = 27
2rh
AE =" (4.32)
TTp
donde 7 indica las repeticiones de las 6rbitas primitivas.
En el caso del billar rectangular, las formulas (4.28) permiten calcular explicita-
mente la escala de energia anterior

_ 47T\/E

AE(a,b) er( b) .

(4.33)

Este resultado es el punto de partida para describir las fluctuaciones del espectro
de energias a partir de las magnitudes semiclésicas. Para poder establecer una com-
paracion con las escalas caracteristicas de los estadisticos habituales, es necesario
considerar el efecto del proceso de reescalado, que, en un billar en dos dimensio-
nes, se reduce en primera aproximacién a un cambio de escala segiin la ley de Weyl
p(F) ~ A/4m, donde A es el area del billar A = ab. De este modo, las escalas de
energias reescaladas asociadas a cada orbita periddica son

AVE

A€gp = . 4.34
I Tl (434
En particular, la escala asociada a la 6rbita periodica més corta es
AVE
A€mar = vVE (4.35)

lmin

A continuacién veremos como la funcién §, aporta informacion relevante sobre
estas escalas de energia.
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Secuencia o
1 1.92 + 0.06
2 1.97 + 0.05
3 1.99 £ 0.05
4 1.97 £ 0.07

Tabla 4.8: Valor del pardmetro a para 4 secuencias de niveles de alta energia de
un billar rectangular. El calculo se ha realizado ajustando por minimos cuadrados a
una ley P,g x k¢ el espectro de potencias medio de 200 espectros para cada caso.

Resultados a alta energia

La ecuacion (4.35) indica la cota superior en la escala de las fluctuaciones es-
pectrales; segtin se vio en el capitulo 2, es de esperar que alrededor de esa cota las
fluctuaciones no sean universales. Para caracterizar la parte universal de las fluc-
tuaciones de un billar rectangular resulta conveniente, en consecuencia, estudiar los
niveles energéticos de alta energia, de forma que A¢€,,4, > N, donde N es el nimero
de niveles del espectro?’. A partir de (4.35) se obtiene inmediatamente una cota

inferior para esa energia
lminN 2
Ein = ) 4.36
() (4.36)

El billar que estudiamos en esta tesis doctoral es de lados a = VA y b =1 / VI,
donde XA = (v/5 —1)/2; de esta manera, se evitan las degeneraciones accidentales, al
ser la razén a/b = A un numero irracional, y, ademas, se cumple A = 1. Para este
billar, la longitud de la érbita mas corta es l,,;, = 2\/X, es decir, l,,;, ~ 1.57.

Para estudiar el espectro de potencias de la funcion §,, hemos escogido 200 se-
cuencias de N = 10000 niveles. Segiin el argumento anterior, la energia minima para
que A€mae > 10000 es E > 2.5 - 108, de modo que hemos seleccionado secuencias
con E > 10°.

En la figura 4.11 se muestra la funcién §,, para cuatro secuencias de alta energia.
Como era de esperar, los cuatro ejemplos son muy parecidos entre si y al GDE.

En la figura 4.12 se muestra el espectro de potencias para los cuatro casos ante-
riores, promediado del mismo modo que los espectros individuales del 2*Mg y TBRE;
en la tabla 4.8 se presentan los valores del pardmetro .. En todos los casos se observa
que la ley P,f o k™ es una buena aproximaciéon para todo el rango de frecuencias,
con un exponente préoximo a o = 2.

Los resultados anteriores indican que la parte universal de las fluctuaciones de
un billar rectangular est4 caracterizada por un exponente oo = 2; en ese sentido, los

20Nétese que <s>=1 tras el proceso de reescalado, de forma que un espectro de N niveles abarca
una escala de energia Ae = N.
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o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 (o] 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
n n

(a) Ejemplo 1 (b) Ejemplo 2

-80 -100
o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 (o] 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

n n
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Figura 4.11: Funcién d,, para cuatro secuencias correspondientes a un billar rectan-
gular a energias £ > 10°.

resultados de la tabla 4.12 son bastante significativos, aunque se refieren a cuatro
ejemplos escogidos al azar. Para obtener un resultado mas concluyente es necesa-
rio realizar un promedio sobre algtn tipo de colectividad, con el fin de caracterizar
el billar de una manera global. En los casos estudiados en las secciones anteriores
habia una forma sencilla de realizar dicho promedio: promediando sobre diferentes
realizaciones, en el caso de las matrices aleatorias, o promediando sobre diferentes
momentos angulares, en el caso del niicleo atémico. El billar rectangular, por el
contrario, se caracteriza por un conjunto infinito de niveles discretos, sin ninguna
etiqueta que permita diferenciar unos de otros; ademas, el rango de energia de ca-
da frecuencia determina sin ambigiiedades una cota superior para la escala de las
fluctuaciones, de forma que promediando sobre diferentes escalas se pierde parte de
la informacion. Para solventar estas dificultades, en este trabajo hemos selecciona-
do 200 secuencias de alta energia en las que se cumple que A€, > N en todas
ellas; como es de esperar que las propiedades estadisticas de cada una de estas se-
cuencias sean idénticas, podemos considerar que son 200 miembros de una misma
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Figura 4.12: Espectro de potencias de la funcion d,, para cuatro secuencias corres-
pondientes a un billar rectangular a energias £ > 10°. Las lineas representan el
ajuste por minimos cuadrados a una ley P} oc k™.

colectividad.

En la figura 4.13 representamos la probabilidad de obtener un valor a ajustando
secuencias de niveles individuales segiin el procedimiento anterior. El resultado se
describe bastante bien con una Gaussiana de pardmetros (media y dispersion)

u =1.95
o = 0.06.

En la figura 4.14 se representa el espectro de potencias medio para las 200 secuen-
cias consideradas. El ajuste por minimos cuadrados se ha realizado sin considerar
las frecuencias mas altas, en las que se aprecia una desviaciéon con respecto a la ley?!
P’ o w™®; el resultado es:

o = 1.988 £ 0.002.

21En el capitulo 5 se explica el origen de estas desviaciones a alta frecuencia.
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2.3

Figura 4.13: Probabilidad P(a) de obtener un valor determinado de « para 200
secuencias de alta energia en un billar rectangular. El histograma representa el
resultado numérico y la linea discontinua la Gaussiana de parametros més adecuados.

En la figura se aprecia con nitidez que no hay efectos anémalos a bajas frecuencias,
tal y como era de esperar en el rango de energias que estamos considerando; esto
confirma la suposicion de que todas las secuencias son estadisticamente equivalen-
tes?2. Las desviaciones a alta frecuencia son idénticas a las observadas en el GDE y
seran comentadas en detalle en el capitulo siguiente.

Resultados a baja energia

Ademés de para caracterizar la parte universal de las fluctuaciones, la funcion
0, es muy futil también a la hora de estudiar los efectos anémalos debidos a las
orbitas periddicas cortas. La escala de energia asociada a cada orbita (4.33) queda
determinada también por una frecuencia

2T . 27T7‘l(a,b)

W(a,b) = = s 4.37
(a,b) Aﬁ(a,b) AVE ( )
de modo que la 6rbita mas corta da lugar a una frecuencia minima
2 lmin
Wi = —min, (4.38)

AVE

22Como los efectos anémalos relacionados con las érbitas de periodo més corto dependen de la
energia, su presencia indica que las distintas secuencias no pueden considerarse estadisticamente
equivalentes, ya que en cada una de ellas los efectos anémalos son diferentes.
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Figura 4.14: Espectro de potencias promedio para una colectividad de 200 secuencias
de niveles de alta energia de un billar rectangular. La linea continua representa el
ajuste por minimos cuadrados a una ley P oc k2.

Si consideramos que < €, >= n, podemos suponer que dicha frecuencia, expresada
en escala de energias reescaladas, coincide numéricamente con la correspondiente en
la funcion 6, wy = 27k/N; el espectro de potencias ha de comportarse de forma no
universal para w g Wmin-

Para estudiar los efectos an6malos a baja frecuencia en el billar rectangular he-
mos considerado secuencias de 256 niveles proximos al fundamental; no utilizamos
secuencias mayores para evitar que el rango de energias de cada una de ellas sea
demasiado grande. En la figura 4.15 se representa el espectro de potencias de la fun-
cion 6, para cuatro secuencias de baja energia, cada una etiquetada por la energia
Ey de su nivel central (aproximadamente); no realizamos ningtn tipo de promedio
porque en esta ocasiéon no estamos interesados en calcular el exponente «, sino en
determinar los efectos anémalos caracteristicos de cada espectro individual. Las fre-
cuencias correspondientes a las dos érbitas de periodo més corto se marcan con una
flecha; con el fin de distinguir los efectos anémalos a baja frecuencia, se representa
también una linea correspondiente al ajuste del espectro medio de la colectividad a
alta frecuencia.

En los cuatro casos representados en la figura 4.15 se observa con nitidez que
el espectro de potencias queda por debajo de la ley? P(w)‘5 = w * para w < Wmnin,
tal y como debe ocurrir segtin la teoria resumida en el capitulo 2. En las secuencias
con Ey = 3000 y Ey = 9000, ademas, la resolucion es suficiente para observar el

23Recuérdese que no existen fluctuaciones con w < wpin, de modo que estas frecuencias no
contribuyen al espectro de Fourier.
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comportamiento del espectro de potencias entre las dos frecuencias correspondientes
a las dos orbitas méas cortas (hay varios puntos entre ambas), w; y we. En estos
casos se observa, también con nitidez, que la intensidad del espectro de potencias
disminuye de forma apreciable en esta region, de nuevo tal y como seria de esperar
debido a que no hay fluctuaciones con frecuencias comprendidas entre w; y ws.

<E>=3000 -~ ' ' ' <E>=9000 ---=-
Ajuste colectividad

Ajuste colectividad

log Pmas
log Pm5

<E>=49000 ~--=-
Ajuste colectividad

<E>=23000 -
Ajuste colectividad

log Pmas
log Pm5
(=]

log @ log w

(¢) Eo=23000 (d) Eo=49000

Figura 4.15: Espectro de potencias de la funcién é,, para un billar rectangular a baja
energia. L.os puntos representan los valores numérico; la linea continua el resultado
del ajuste por minimos cuadrados a una ley P oc k=%; y las flechas indican las
frecuencias correspondientes a las dos orbitas periodicas de periodo més corto.

Este tltimo resultado permite concluir que la funcion 9,, es también muy 1til a
la hora de determinar las propiedades no universales caracteristicas de cada sistema
concreto.



4.4 Estudio de billares cuanticos 99

4.4.2. Billares cadticos

En general, determinar si un sistema es o no ca6tico es una tarea muy complica-
da?*. Los billares, que clasicamente consisten en una particula que rebota elastica-
mente en un contorno cerrado, constituyen uno de los pocos sistemas para los que
existen resultados concretos sobre su integrabilidad; en particular, est4 demostrado
que algunos casos como el billar de Sinai, el billar estadio de Bunimovich o el billar
cardioide son ergodicos. Estos resultados han hecho que el billar caotico sea pro-
bablemente el sistema cuéntico cadtico méas estudiado, tanto en experimento como
de forma computacional. En esta seccion abordamos el estudio de las fluctuaciones
espectrales de un billar cadtico modelado experimentalmente: el billar de Sinai.

Obtencién del espectro

Los espectros utilizados en esta seccién proceden de los experimentos de absor-
cion de microondas en resonadores realizados por el grupo de H.-J. Stockmann [72].
Estos experimentos se basan en la equivalencia entre la ecuacién de Schrodinger in-
dependiente del tiempo y la ecuaciéon de Helmholtz para modelar experimentalmente
los billares cuanticos. En el caso bidimensional, la ecuaciéon de Helmholtz se escribe

(A+ k)T =0, (4.39)

donde £k es la frecuencia de resonancia y las condiciones de contorno de los sistemas
cuanticos y electromagnéticos son equivalentes [73]. La medicion de las autofrecuen-
cias k; que verifican la ecuacion anterior se realiza mediante antenas dispuestas en
diversos puntos del resonador; a partir de ellas se puede obtener el espectro {E;}
del billar cuantico correspondiente aplicando la relacién de dispersiéon cuéntica
h2k?
E= o (4.40)

Este tipo de experimentos proporcionan secuencias de niveles lo bastante largas
para estudiar sus fluctuaciones de manera significativa. No obstante, el dispositivo
experimental es incapaz de detectar algunas autofrecuencias debido a: a) el poder de
resolucion maximo del dispositivo, que impide resolver autofrecuencias muy proxi-
mas; b) la imposibilidad de detectar los modos cuyos nodos coincidan con la posicion
de la(s) antena(s). Cuando esto sucede, la aplicacion de la ley de Weyl para el calcu-
lo de p(FE) permite detectar los huecos resultantes en el espectro, de modo que es
posible averiguar si dos niveles medidos son realmente consecutivos o si hay algin
otro entre ambos.

El lector interesado en los detalles técnicos del experimento puede dirigirse a
[72, 73, 74].

24Recuérdese que estamos considerando cadtico como sinénimo de ergddico, lo cual dificulta
mucho mas esta tarea.
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Meétodo de reescalado

El reescalado de todos los espectros puede hacerse de forma sencilla mediante la
ley de Weyl (4.25), igual que con cualquier otro billar calculado de forma numeérica o
experimental. Sin embargo, en los casos que se tratan en esta seccion, esta ley no es
suficiente para reescalar correctamente el espectro de cara al estudio estadistico de
sus fluctuaciones. En muchos billares cadticos, como el estadio, el Sinai o el rectan-
gular con centros dispersores, existe una familia de érbitas periddicas marginalmente
estables que rebotan entre los segmentos rectilineos del billar, denominadas 6rbitas
BBO?. Desde el punto de vista clasico, la existencia de estas 6rbitas no deshace
el caracter ergodico del sistema, ya que su peso relativo en el espacio de fases es
nulo; pero en mecénica cuéntica su influencia en el espectro es grande. Para extraer
la contribucién de estas 6rbitas BBO en el espectro es necesario anadir un nuevo
término a N(E) por cada BBO

L n2m?
N0 (k) = — > k- 7 (4.41)

0<n<kl/m

donde & es la frecuencia k = v2mE/h, [ 1a mitad de la longitud de la 6rbita BBO
y L la longitud del lado perpendicular a la 6rbita BBO [75]. De esta manera

E=N"9(E)+ ) NPO(E). (4.42)

BBO

En los casos que estudiamos en esta seccién, las dos tinicas BBO a considerar son
las paralelas a los lados rectilineos del billar.

Funcién J, y espectro de potencias

En general, una vez reescalado el espectro, el cilculo de la funcién 6, y de su
espectro de potencias es trivial. Sin embargo, en los casos que se estudian en esta
seccion, cada espectro adolece de algunos huecos correspondientes a los niveles no
detectables, de forma que los niveles disponibles son {¢,,, €, .., €p;, - - -, €p,, }, dOn-
de M es el nimero de niveles cuya energia es conocida y {p1,ps,...,pam} son sus
posiciones en el espectro. En esta situacion, la funcién 9, sélo puede calcularse para
ciertos valores de n

5nj = Gpj+1 — €y, — Ny, Ny =DPjy1 —P1, _] € [0, .. .,M — 1], (443)

donde ¢,, se ha tomado como estado fundamental; dicha funcién es, pues, como una
serie temporal muestreada irregularmente.

25Estas siglas proceden del inglés Bouncing Ball Orbits, que podria traducirse como drbitas que
rebotan.
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El calculo de la transformada de Fourier de una serie muestreada irregularmente
puede abordarse de forma muy parecida a la habitual. La transformada de Fourier
discreta se puede escribir

= ﬁ i dp, exp(—iwn) (4.44)

para valores de wy = 2wk/N, donde N es la longitud de la seriey £k = 1,2,..., N.
De este modo, la senal transformada 5;, se compone de N puntos, al igual que la
senal original, aunque solamente la mitad de ellos son independientes; la otra mitad
estd relacionada con la primera mediante la conjugacion compleja (véase apéndice
B para méas detalles). Esta tltima propiedad hace que al calcular el espectro de
potencias la mitad de los puntos sea irrelevante, de modo que sélo se consideran las
frecuencias k = 1,2,..., N/2, lo que produce que la frecuencia maxima, conocida
como frecuencia de Nyquist, sea w = 7. Asi pues, la transformacién de Fourier puede
considerarse como una descomposicion de la senal en ondas sinusoidales de diferente
periodo, de manera que el mayor de todos ellos, w; = 27 /N, corresponde a una
sinusoidal de periodo igual a N, mientras que la frecuencia méxima corresponde a
una sinusoidal de periodo doble al intervalo de muestreo.

En el caso de una senal muestreada irregularmente, estas definiciones pueden
generalizarse considerando una definicion alternativa de la transformada de Fourier
seglin

R ] M
d(w On; €xp(—iwn 4.45
\/— Z i) (4.45)

donde, en principio, la frecuencia w no estd especificada y el subindice n; no tie-
ne por qué corresponder a un muestreo regular. Para que las descomposicién en
sinusoides sea lo mas parecida posible a la correspondiente a una transformada de
Fourier habitual, la frecuencia fundamental puede definirse sin ambigiiedades como
la correspondiente a una sinusoide de periodo igual a la distancia entre el primer
y el altimo dato. La frecuencia minima, por el contrario, no puede generalizarse de
una manera sencilla, ya que no hay un intervalo de muestreo tnico; la frecuencia de
Nyquist no esta correctamente definida en este tipo de senales. Para solventar esta
dificultad, en esta tesis doctoral hemos procedido de la siguiente manera:

» Hemos considerado una ventana N’ < N y hemos seleccionado todos los casos
en los cuales existe al menos un par (p,,ps) tal que N' = p, — p4, con p; <
DPa S Dy S P

» Hemos calculado la transformada de Fourier en un conjunto de N frecuencias

W = %, con k = 1,...,N /2. De este modo, la frecuencia minima es una
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onda de periodo igual al tamafio de la ventana N y la frecuencia maxima es
w = 7. Como el muestreo es irregular, es de esperar alguna anomalia en el
entorno de la frecuencia maxima.

Resultados

El experimento se realiza sobre un billar de Sinai como el que se representa en la
figura 4.16, de longitud variable entre [ = 480 mm y | = 460 mm, anchura b = 200
mm y radio r = 70 mm. Los datos experimentales consisten en 100 secuencias de
diferente | de unos 120 niveles cada una, en un rango de frecuencias entre 14.5 y
15.5 Ghz.

1 1 /!

Figura 4.16: Esquema del billar de Sinai utilizado en el experimento.

Para analizar las fluctuaciones espectrales segin el procedimiento que se acaba de
describir, hemos seleccionado una ventana N = 85, ya que es lo bastante grande para
obtener resultados significativos y en casi todas las secuencias es posible encontrar
Do Y Py tales que p, — p, = 85. En la figura 4.17 se representa la funcion §, para
cuatro secuencias con diferente valor de [. Las cuatro subfiguras muestran que los
valores de n; son diferentes para cada secuencia; lo tinico que no varfa de una otra
es el tamano de la ventana.

El espectro de potencias se muestra en la figura 4.18. El promedio se ha realiza-
do sobre las 97 secuencias para las que existe una ventana de tamanio N = 85; las
fluctuaciones con respecto a la tendencia media son méas grandes que en los otros
sistemas estudiados porque las secuencias no pueden considerarse estrictamente in-
dependientes®®. Las flechas indican las frecuencias w; y wy correspondientes a las

26Una pequena variacién del parametro [ produce una variaciéon pequefia en el espectro, debido,
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Figura 4.17: Funcién 6,, para distintas secuencias correspondientes al billar de Sinai
experimental.

BBO eliminadas mediante el proceso de reescalado (que coinciden con las dos or-
bitas de periodo més corto); en la figura se aprecia que el espectro de potencias es
menor que su valor esperado para frecuencias menores que wy. Por tltimo, la linea
recta corresponde al ajuste por minimos cuadrados eliminando las frecuencias més
bajas y més altas; el resultado para el parametros « es

a=1.0+0.1. (4.46)

entre otras cosas, a la repulsion de niveles (véase [72]). En esta situacion cabria preguntarse si es
legitimo calcular un promedio sobre diferentes secuencias como si éstas fueran independientes, o
si seria mas adecuado realizar el promedio solamente sobre unas pocas secuencias con valores de [
muy diferentes. En este trabajo hemos realizado el promedio sobre todas las secuencias porque es
un proceso més sencillo de automatizar y, si bien no se consigue con él disminuir las fluctuaciones
(el musgo espatiol), tampoco se obtienen resultados espurios.
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Figura 4.18: Espectro de potencias medio para el billar de Sinai experimental. La
linea continua representa el ajuste por minimos cuadrados a una ley P} « k=% y
las flechas indican las frecuencias correspondientes a las dos orbitas periddicas de
periodo més corto.

4.5. Conjetura

Los resultados de las secciones anteriores ponen claramente de manifiesto el di-
ferente comportamiento del espectro de potencias de la funcién d,, para sistemas
cuanticos cadticos e integrables. En este capitulo se han utilizado célculos y experi-
mentos muy diferentes: desde modelos matematicos (RMT), hasta sistemas hamil-
tonianos de muchos cuerpos (el nacleo atémico), pasando por sistemas mas sencillos
(los billares); en todos ellos se ha encontrado que el caos se manifiesta en forma de
ruido 1/f, en contraste con el ruido 1/f? que caracteriza a los sistemas integrables.
En [38] hemos expresado esta conclusion en forma de conjetura:

Las fluctuaciones del espectro de energias de los sistemas cudnticos cadticos cons-
tituyen un ruido 1/f.

Esta conjetura es de gran interés porque permite caracterizar el caos cuéntico de
forma sencilla y con el lenguaje habitual en el estudio de fluctuaciones en sistemas
complejos. Ademas, segin la teoria sobre series temporales expuesta en el capitu-
lo 3, la caracterizacion de las fluctuaciones espectrales mediante leyes de potencias
P(w) o< w™® permite establecer una analogia entre la rigidez espectral, que caracte-
riza a los espectros cuédnticos cadticos, y la antipersistencia, que es una propiedad
estadistica habitual en determinadas series temporales. Todos los resultados obte-
nidos hasta el momento indican que el caos en mecéinica cuéntica se manifiesta en
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forma de serie fuertemente antipersistente, rozando el limite de antipersistencia®’.

2"Dado que la antipersistencia caracteriza a series con 1 < a < 2 podemos considerar que el caso
a ~ 1 como el limite de antipersistencia: un proceso fisico que hiciera aumentar gradualmente la
antipersistencia desde un movimiento browniano se detendria antes de llegar a a = 1.






Capitulo 5

Teoria del ruido 1/f en caos cuantico

En el capitulo anterior se mostr6 que el espectro de energias de un sistema
cuantico puede considerarse como una serie temporal y se conjeturé que el caos se
manifiesta en mecénica cuantica como un ruido 1/f en las fluctuaciones de dicho
espectro. La demostracion rigurosa de esta conjetura se presenta demasiado compli-
cada como para tratar de llevarla adelante en esta tesis doctoral®, pero si es posible
comprobar su veracidad mediante aproximaciones muy razonables. En este capitulo
se lleva a cabo una deduccion tedrica de la citada conjetura a partir de resultados
ya conocidos de la teoria de matrices aleatorias, y se establecen las condiciones en
las que el resultado puede explicarse a partir de mecanica semiclasica. Un resumen
de estos resultados se encuentra publicado en [76].

Los célculos y resultados que conforman en este capitulo son mucho més farra-
gosos que los del resto de la tesis doctoral; el estilo y el lenguaje utilizados son, en
consecuencia, mas abstrusos. Con el fin de facilitar la lectura, el texto se organiza
de la siguiente manera: una primera seccién en la que se introduce la notacion y la
terminologia utilizada; una segunda seccion en la que se realiza un céalculo sencillo
aplicable tan sblo a sistemas integrables; y una tercera seccién en la que se realiza
el calculo completo, cuyos resultados son aplicables a sistemas tanto cadticos como
regulares.

5.1. Notacion y definiciones basicas

Dada la gran diversidad de funciones que aparecen a lo largo de todo el capitulo,
presentamos aqui de forma clara la notaciéon y la terminologia que vamos a utilizar.
Aunque en algunos casos puede haber pequenas diferencias con respecto al resto de
la tesis, creemos que esta pequenia contradiccion es preferible a utilizar una notacién

IDe hecho, todos los calculos tedricos en caos cudntico se basan, bien en aproximaciones, como
la mecéanica semiclésica, bien en modelos matemaéticos, como la teoria de matrices aleatorias.
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demasiado abstrusa a lo largo de toda la memoria.

5.1.1. Notacién general

Sea una funcién f con imagen real. Si su dominio de definicién es el conjunto de
los nimeros enteros Z, denotaremos su valor en un punto cualquiera ¢ € Z como
fq; si su dominio es la recta real R o uno o varios de sus intervalos, denotaremos su
valor en z € R de manera habitual: f(x). Para toda funcion real f(z), llamamos f,,
q € Z, a una funcion f idéntica a f(z) definida sobre Z o sobre un parte de él.

Sea f(z) una funcién real definida al menos en el intervalo [0, L]. A partir de ella
definimos una nueva funciéon f;(z) de soporte compacto segin

0, z¢l0L]

fu(z) = { f(z), z€]0,L] (5-1)

Sea una funcién real f(z) (o fi(z); no distinguiremos entre las dos en este mo-

mento) separable en una parte suave y una parte fluctuante?. Denotaremos f(z) a
la parte suave y f(z) a dicha parte fluctuante.

~

Sea f(z) una funcién real de modulo integrable. Denotaremos por f(7) a su
transformada de Fourier, donde 7 es la conjugada de Fourier de la variable x; su
espectro de potencias se denotara P/(7). En el caso de una funcién f, definida sobre
Z, denotaremos su transformada de Fourier ﬁc y su espectro de potencias P,f , donde
k € Z es el indice correspondiente a la frecuencia discreta wy = 27k /L.

5.1.2. Notacién y definiciones en caos cuantico

En este capitulo, la notacién y los conceptos de nivel energético F;, nivel reesca-
lado ¢; y espaciamiento s; son los mismos que en los capitulos anteriores. La funcion
0, serd denotada en general utilizando el subindice ¢, para evitar errores de inter-
pretacion relacionados con ciertas cantidades que se definirdn a continuacion

q
5q:25i_q:€q+1_61_Qa QE{O,,N—l} (52)
i=1

2En general, esta separacién es un poco arbitraria. Entendemos aquf que la separacién es posible
si f(x) se puede descomponer en una parte monétona o con un periodo de fluctuaciéon del orden
del tamaifio de su dominio de definicién, y en una parte que flucttia en torno a la parte mondtona.
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La transformada de Fourier de esta funcién se define

,5\ 1 Nz_l 5 2mikq
k T = q€ N
VN &
N (5.3)
1 Z_:l 5 _ 2mikq L7
= — € N €
VN —~
donde se ha utilizado que d; = 0. Con esta notacioén, la transformada inversa es
N_1 2mikq
dq:izgke N qe{0,---,N—1}. (5.4)
VNS

La transformada de Fourier de una funcion discreta posee ciertas simetrias que
determinan el conjunto de frecuencias k£ que aportan informacién relevante:

Sepy = O (5.5)
OpN—k = Of, (5.6)

donde k,p € Z. Estas dos propiedades implican que gk sblo es independiente en el
intervalo k € [0, N); el valor de la funcién para frecuencias fuera de dicho intervalo
se puede calcular a partir del valor de la funcién en é13.

Segun la definicion de la transformada de Fourier, el espectro de potencias |/5\,c|2

de 0, esta bien definido para el mismo conjunto de frecuencias £ € {0, -+ , N — 1}.
Sin embargo, las propiedades de simetria que se acaban de describir implican que
Ok tpn|” = [Opn—r[* = [0k (5.7)

por este motivo, el espectro de potencias se calcula sblo para el conjunto de frecuen-
cias k € {0,---,N/2}, donde k = N/2 se conoce como frecuencia de Nyquist. En
este capitulo utilizaremos la siguiente notacién para el espectro de frecuencias:

P} =|6:%, kef0,--- N/2}. (5.8)

En general, la magnitud de interés no es el espectro de potencias de una funcion,
sino su promedio P} *:

— 1 N-1 __ 2mik(p—q)
P? = ~ Z 50 N, ke{0,---,N/2}. (5.9)

pyq=1

3El intervalo k € [0, N) se elige por comodidad. En algunas ocasiones se toma en su lugar
ke [-N/2,N/2).

4Esta notaciéon para el promedio es idéntica a la que utilizamos para denotar la parte suave
de una funcién. En general, y dado que en este capitulo los promedios se van a realizar sobre las
colectividades RMT, promedio y parte suave coinciden.
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De aqui en adelante vamos consideraremos que la densidad de estados de cual-
quier hamiltoniano (fisico o correspondiente a RMT) puede separarse en una parte
suave y una parte fluctuante®. Ademés, nos restringiremos en general a un intervalo
finito de niveles [0, L], de modo que denotaremos la densidad de estados

pr(€) = pr(e) + prle) = 1+ pr(e), (5.10)

para lo que se ha tenido en cuenta que en el espectro reescalado {¢;} se cumple
< s >= 1. Igualmente, supondremos también que la densidad acumulada de niveles
puede descomponerse en una parte suave y en otra fluctuante, que denotaremos

nr(€) =€) + ny(e), (5.11)
donde, segiin las propiedades del espectro reescalado
_ oy _J 0, egl0,L]

nL(€) = { ¢ ecl0Ll, (5.12)

~ _fo, e ¢ 10, L]
nu() = { Jo pln)dn € € [0, L]. (5-13)
En todos los estudios numéricos realizados en el capitulo anterior hemos tratado
la parte fluctuante de la densidad acumulada de estados 7, (€) como un proceso esto-
castico discreto. La teoria semiclasica esbozada en el capitulo 2 establece, sin embar-
go, que 7y, (€) es una suma de cosenos, de modo que su forma real es suave y acotada
en el intervalo [0, L]; es por lo tanto posible considerar que pr,(€) = dny,(¢)/de. Esta
ultima identidad sera de gran utilidad en los calculos que desarrollaremos a lo largo
de las siguientes secciones.
Las transformadas de Fourier de py,(€) y nr,(€) se definen segiin

+00 . L .
pulr) = / Pu(e)e2mieT g = / Ae)e—2mieT g,

—00 0

(5.14)
+00 . L .
np(r) = / fi(e)e 2T ge = / Tz (€)e ™ 2TLET ge,
o 0
de modo que sus transformadas inversas son
+00 .
pre) = / pL (T)GQMGTdTa

o (5.15)

+o0 .
o) = / Ay (r)e2mieT g

—00

5Esta suposicién es consecuente con la teorfa de matrices aleatorias y con la fisica semiclésica,
tal y como se explico en el capitulo 2.
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No definimos las transformadas de Fourier de las partes suaves porque no son de
interés para los calculos que vamos a realizar a continuacion.

A partir de las definiciones anteriores para las transformadas de Fourier, el es-
pectro de potencias de la funcion np(€) se define (véase el apéndice B):

(7).
L 7
el factor 1/L se introduce para garantizar la convergencia en el limite L — oo.

Introduciendo la definicién (5.15) en la ecuacion anterior, el promedio del espectro
de potencias se puede calcular

—|—oo +o0
P'ILL / / dn nL nL( ) _27T2(6 - 77)

= — [ de | dpTis(@npm)e 2mile =T,
L/o [

Por 1ltimo, consideremos la funcién n,, obtenida muestreando ny (e) para valo-
res enteros de la energia reescalada € = ¢ € Z; esta funcion constituye un punto de
apoyo importante para calcular el espectro de potencias de la funcién d, a partir de

P (1) = (5.16)

(5.17)

Pri(7). La transformada de Fourier de np, es

% Z in(g)e”

(5.18)
1
\/_

2mikq
nLk

_ 2mikq

N—
Z N, ke{0,---,N—1},

donde se ha tenido en cuenta que ny,(0) = 0. La funcién original nz,, puede recobrarse
mediante la transformada inversa

N—1 2mikq

fiLg = —Zﬁme N ¢e{0,---,N—1}. (5.19)
VNS

A partir de las definiciones anteriores, el espectro de potencias de 7y, es

Pt = [fig)?
=5 > m)nc(g)e N | kefo,---,N/2}.

En la tabla 5.1 se presenta un resumen de la notacién introducida en esta seccion.
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Dominio R Z

Funcion n(e) Ng dq
Transformada de Fourier n(r) Nk S
Espectro de potencias P™(7) P} P}

Tabla 5.1: Resumen de la notacién empleada

5.2. (CaAlculo para un sistema integrable

En la siguiente seccién desarrollaremos un método de calculo general, aplicable
tanto a sistemas cadticos como a sistemas integrables; en ambos casos el calculo
de P} se puede abordar a partir de 7z, (¢). En el caso de los sistemas integrables,
sin embargo, es posible realizar el mismo calculo de una forma mucho maés sencilla,
considerando que la secuencia de espaciamientos {s;} es una secuencia de variables
aleatorias independientes; a partir de aqui, es posible trabajar directamente con la
funcioén 4, sin sin hacer referencia a la continua n(€).

Considérese la fluctuacion del i-ésimo espaciamiento w; = s;— < s >. Como ca-
da uno de los espaciamientos es una variable aleatoria independientes, la secuencia
{w;} es también una secuencia de variables aleatorias independientes, de modo que
la funcion 6, = >"7 | w; puede considerarse una suma de variables aleatorias inde-
pendientes de media nula. Si expresamos la variable w; a partir de su transformada
de Fourier @y, la funcién 4, se escribe

=2

-1

£)

q
Py e gedo,... N1}, (5.21)

0 m=1

0y =

5
Il

Esta ecuacion es muy similar a (5.4), que expresa d, en funcion de su transfor-

mada de Fourier §,. Para profundizar en el parecido, sumamos a continuacién el
ultimo término de la ecuacion anterior

ik 2mikq
eN e~ —1

Zq: e27rzkm _
N 2sin (“k)

, ke{o,...,N—1}. (5.22)

A partir de este resultado®, §, se escribe

1 i ﬂ}\ 61# 2 Ic N ﬂ)\ %
g = —— "“7 4 . 5.23
! VN [Z QSln( ZZQS ] ( )

mk
k=0 N k=0 N

60bsérvese que si ¢ = N, la suma es nula, de forma que oy = dg = 0.
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El primero de los dos sumandos de la ecuacién anterior tiene la forma de una
transformada de Fourier inversa; segin él, la transformada de Fourier de J, seria

~ ’i7rk

-~ . Wge N

0p = —t——, k 0,...,.N—1}. 5.24
k Z2Sln(7rk) E{a ) } ( )

Este resultado es de gran importancia, pues a partir de él seria posible obtener el
espectro de potencias de forma trivial simplemente calculando el médulo al cuadrado
de (5.24). Para poder aplicarlo, no obstante, es necesario evaluar el segundo sumando
de (5.23), ya que solo si este término es nulo la expresion anterior para ZS\k es correcta.
La forma mas sencilla de llevar a cabo la suma es desarrollando la exponencial en
senos y cosenos, de modo que

N-1 ipeimkIN zwk
g 2sin (7]’\’,“) B Z Qtan Z 5k (5:25)
El célculo de esta suma requiere conocer con cierto detalle las propiedades de
k. En el caso que nos ocupa, al ser {w;} una secuencia de variables aleatorias
independientes de media nula, se cumple que < w;, >= 0, de forma que el segundo de
los sumandos puede considerarse nulo (siempre que N > 1). Para evaluar el primer
sumando, hay que considerar que el argumento de la tangente recorre uniformemente
el intervalo (0,7), de forma que la serie {@y} se suma con un peso simétrico con
respecto a k = N/2; podemos suponer, por lo tanto, que

N-1

1y,
——_~0, (5.26)
kz:% 2 tan (Z£)

siempre y cuando la longitud N de la serie sea suficientemente grande para que
tan (Z£) varie suavemente con k.

Una vez evaluados estos dos sumandos, el calculo del espectro de potencias a
partir de (5.24) es trivial

2
Pg—ﬂ ke {0,...N/2}, N> 1. (5.27)

4 sin? (7;\?)

Por 1ltimo, la caracterizacion de los sistemas integrables de forma genérica re-
quiere calcular el valor medio P/. El tinico punto complicado en este célculo es el
término W, que es el que determina la amplitud de las fluctuaciones. La manera
més sencilla de abordar el calculo es considerar que |1’Dk|2 = WyWy, de modo que,
escribiendo W, como transformada de Fourier

N—-1N-1

B = 5 2 3w e

quO

27rzlc

(p—a) (5.28)
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el término |wg|? se escribe

— NN ik () )
|We|” = N Z Z W, € N . (5.29)
p=0 ¢g=0

Como la secuencia {w;} esta considerada de variables aleatorias independientes,
la correlacion wyw, es trivial

wy, q=p
= p
Wy, { 0" q#p. (5.30)
de modo que
2 NZ_I w2 2mik N w?
‘wk‘ - o ;:0: N(qu € N (p - q) - s N - (531)

Por 1ltimo, el término w2 se obtiene de manera trivial considerando que la se-
cuencia de espaciamientos sigue una distribuciéon de Poisson

N o0 2 s
g:/o ds (s— 1) e =1, (5.32)

de forma que
(5.33)

Los experimentos numéricos presentados en el capitulo 4 nos permitieron concluir
que las fluctuaciones espectrales de los sistemas integrables constituyen un ruido
1/f?, al menos para frecuencias medias y bajas. El célculo que acabamos de realizar
permite corroborar este resultado desarrollando la expresion (5.33) en serie de Taylor
hasta primer orden en la frecuencia k:

_ 2
Pl =

= o F<N. (5.34)

A continuacién comprobamos numéricamente la validez del resultado teérico
(5.33) y de su aproximacion a una ley de potencias (5.34).

5.2.1. Resultados

En la figura 5.1 se representa el espectro de potencias medio para la colectividad
GDE (el mismo que se represento en la figura 4.3), junto con la curva teorica (5.33);
en la parte superior derecha se adjunta un panel en el que se muestra ampliada
la misma figura para frecuencias altas, con el fin de observar mejor cémo la curva
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Figura 5.1: Comparaciéon entre los resultados tedérico y numeérico para el espectro
de potencias medio de la colectividad GDE, calculado utilizando 30 matrices de
dimensiéon N = 1000. El panel superior muestra una ampliacion de la zona de altas
frecuencias.

tedrica describe con precision la curvatura a alta frecuencia. El acuerdo entre el
calculo teorico y el célculo numérico es extraordinario.

Con el fin de comprobar el resultado tedrico en un ejemplo fisico, en la figura
5.2 se representa el espectro de potencias medio para 200 secuencias de un billar
rectangular a alta energia, junto con la curva teorica (5.33) y la aproximacion a una
ley de potencias (5.34). En este caso, las curvas teorica que se han dibujado no se
corresponden exactamente con las anteriores, sino que se ha ajustado un parametro
libre A = w_g, de modo que
A

4 sin? (”—A’f) !

P = (5.35)
hemos procedido de este modo porque en muchas ocasiones el segundo momento
de la secuencia de espaciamientos no coincide exactamente con el valor tedrico (en
este caso concreto w_f, ~ 1.15). En la figura se aprecia con claridad que la curva
teorica (5.35) reproduce con exactitud el espectro de potencias en todo el rango
de frecuencias, tanto la parte lineal como las desviaciones a alta frecuencia. La
aproximacion a una ley de potencias, por el contrario, s6lo describe correctamente
el comportamiento lineal; no obstante, en la figura también se aprecia con claridad
que es una muy buena aproximacién al menos a lo largo de tres 6rdenes de magnitud
del contador k.

Estos resultados ponen de manifiesto que el calculo realizado sirve para describir
con precision los sistemas regulares, aunque en ocasiones es necesario introducir un
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Figura 5.2: Comparaciéon entre los resultados teérico y numérico para el espectro
de potencias medio de un billar rectangular a alta energia, calculado utilizando 200
secuencias de dimension N = 10000. El panel superior muestra una ampliacién de
la zona de altas frecuencias.

pequeiio factor de correccion con respecto a la ecuacion (5.33).

5.3. CAlculo para un sistema caético

El calculo de P para un sistema cadtico no puede abordarse de forma tan senci-
lla como en el caso de un sistema integrable: las correlaciones entre espaciamientos,
caracteristicas del caos, impiden (o al menos dificultan sobremanera) el calculo di-
recto a partir de la funcién ¢,. En esta seccion llevamos a cabo el calculo de P,f
para un sistema cadtico a partir de resultados ya conocidos de la teoria de matrices
aleatorias, que, segin se explico en los primeros capitulos, describe con precision la
parte universal de las fluctuaciones espectrales de los sistemas cadticos.

El procedimiento para obtener la funcién P/ a partir de la teorfa de matrices
aleatorias es bastante laborioso; por esa razon, dividimos el proceso en tres aparta-
dos: calculo de P"(7), calculo de P_,? y calculo de P,f ; al principio de cada uno de estos
apartados comentaremos los objetivos concretos y las técnicas a utilizar. El calculo
se realiza precisamente en este orden porque a partir de P"(7) se puede establecer
un vinculo directo con resultados conocidos de la teoria de matrices aleatorias.

Como se dijo al principio de la seccion anterior, este método también es aplicable
a sistemas integrables, y da como resultado la ecuacion (5.33). Comentaremos c6mo
aplicarlo a estos sistemas cuando sea necesario.
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5.3.1. Calculo de P7c(r)

La forma maés sencilla de obtener P™L(7) consiste en partir de resultados ya cono-
cidos sobre la parte fluctuante de la densidad de estados. La funcién de correlacion
para esta magnitud se define

Ry(co, ) = <ﬁ(eo + g) 5(60 - %) > , (5.36)

es decir, para un intervalo finito de energia Ae

Aeg
1 [ot= €\ €
2

A partir de esta funcién de correlacion se define el factor de forma
K(ey,7) = /deR,,(eo,e)e%m, (5.38)

donde la dependencia explicita en la energia ¢, indica la energia media de la ventana
en la cual se calcula la correlacion’.

El factor de forma es conocido tanto para las principales colectividades de ma-
trices aleatorias como para los sistemas cadticos e integrables genéricos en aproxi-
macion semiclésica; esta magnitud es, por lo tanto, un excelente punto de partida
para el calculo de Pz (7). El modo més directo de relacionar ambas cantidades es a
partir del teorema de Wiener-Kinchin (véase capitulo 3), que, aplicado a este caso,

establece que:

lim K (e, 7) = |p(7)|?, (5.39)
A€g—00
donde
() = lfm 7 (7). (5.40)
L—oo
Si se considera que pr(€) = dnz(€)/de se puede escribir
d oo ) oo )
pule) =+ / driy ()€€ = oir / drip (r)e2mer, (5.41)
€J - —00

utilizando el teorema de la diferenciacion para transformadas de Fourier (véase apén-
dice B). De esta forma, segun la definicion de la transformada de Fourier inversa de
pr(€), es inmediato que

fin(r) = /Z(;) (5.42)

"En muchas ocasiones no se incluira en la notacién esta dependencia explicita en la energia €.
Se entenderd entonces que las propiedades estadisticas del espectro no dependen de este parametro.
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Reuniendo todos estos resultados se obtiene

N K(r)
Lh—IgoP t(r) = P (5.43)
de modo que podemos considerar sin gran error que®
= K(r)
L(71) ~ 122 L>1. (5.44)

5.3.2. Calculo de P” como aproximacién a P%(7) mediante
muestreo

El siguiente paso en el calculo de PT? consiste en discretizar (o muestrear) Pmz (1)

para valores 7, = k/N, donde N = L, y obtener asi P,?L. En el apéndice B se
muestra que la relacion entre las transformadas de Fourier continua y discreta no
es trivial: no es suficiente sustituir 7, = k/N, sino que hay que considerar una serie
de términos adicionales, tal y como se muestra en la ecuacion (B.28). Para 7i.,(7), el
resultado es

Ry, = ZnL T+ q) = ZnL (— ) (5.45)

qEZ

El espectro de potencias P,Cﬁs puede calcularse a partir de la expresioén anterior
segun

X 5* (K 7 (k
P;?SZWL,@IQ: Z nL(N+q)nL(N+q)

Pg=— N
T . R (5.46)
ZPM( +q> L(%+q)nL(%+q)’
N
g=—00 pFq=—00
de modo que su valor medio es
S (1 = 7 () (5 +9)
P :q:ZooP L (N+q> +p#q2_:_oo e (5.47)

8Rigurosamente este resultado sélo es valido para T # 0. Por otro lado, esta expresion sugiere
por continuidad (méas adelante se daran expresiones para el factor de forma K (7)) que Pz (1)
diverge para 7 = 0; un célculo detallado muestra que, efectivamente, Pz (0) — oo cuando L — oo
. Las desviaciones para L finito pueden calcularse con ayuda de expresiones conocidas en RMT
[37].
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El primer sumado de esta ecuacién se obtiene a partir de la ecuacién (5.44)
incluyendo el factor de forma exacto para cada una de las colectividades de matrices
aleatorias. Para obtener el segundo hay que evaluar 7} ()7, (7')/N; la forma méas
sencilla de hacerlo es considerando que

np(r)ng(r) _ 1 pp(r )ﬁL( ')
L © Adgrr!

/ de/ dyp 27Tze7'e—2ml/7'

Para calcular esta integral es conveniente desarrollar p(e)p(v) en términos de la
funcion Y5 (z) (véase apéndice A), de modo que

L : ' L L ) )
pL(T)pL(T') = / dee2miE(T = T') _ / de/ dvY (e — v)e2TIeT ¢ —2TIVT. (5 49)
0 0 0

El calculo de esta tltima integral no es complicado, pero si laborioso; no aporta
ningun avance conceptual y requiere varios pasos intermedios muy técnicos. Para evi-
tar una digresion demasiado amplia omitimos los detalles del cilculo y presentamos
directamente el resultado

(5.48)

=T
71_/ —>L—>oo{ 0 . ?é ! (550)

donde 7, 7' # 0.
A partir de este tltima expresiéon es inmediato que

P = me( —i—q) ke(1,2,...,N/2), (5.51)

g=—00

donde se ha excluido £ = 0 para evitar divergencias y para poder aplicar a esta
expresion los resultados anteriores. Con el fin de facilitar los calculos posteriores, es
conveniente expresar esta tltima expresion como sigue:

x o
Pyt = Pi(k/N) + Y Pie(q+k/N) + Y Pielg—k/N) ke {1,--- N/2}.
qg=1 qg=1
(5.52)
Para realizar el calculo de los sumatorios involucrados en la expresién anterior es
necesario suponer que para N > 1y 7 > 1 la aproximacion P (1) ~ Kg(7)/(277)?
es buena. Esta aproximacion permite realizar el calculo de manera exacta para las
colectividades GDE y GUE, gracias a que en ellas la expresion para el factor de
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1.2 - B 1.2
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Figura 5.3: Factor de forma para GDE, GUE, GOE y GSE. En todos los casos se
adjunta una linea discontinua en K(7) = 1.

forma es muy sencilla. Para realizar el cilculo correspondiente a las colectividades
GOE y GSE hay que suponer, ademas, que para N > 1y 7 > 1, Kg(7) ~ 1.

En la figura 5.3 se representa el factor de forma para las cuatro colectividades
estaindar de RMT; en todos los casos se adjunta una linea discontinua en K(7) =1
con el fin de contrastar la validez de la aproximacién Kg(7) ~ 1. En las colectividades
GDE y GUE se observa que Kz(7) = 1 para 7 > 1; por esa razon, el calculo anterior
se puede realizar de forma exacta. Para la colectividad GOE, la figura muestra que
la aproximacion K;(7) ~ 1 es bastante buena; asi pues, se puede postular que la
expresion analitica para esta colectividad ha de reproducir los resultados numeéricos
con bastante exactitud. Por el contrario, en el caso de la colectividad GDE, la figura
muestra que la validez de la aproximacion K4(7) ~ 1 es cuestionable, debido a la
divergencia que hay en 7 = 1; por esa razon, no cabe esperar que el cilculo para
esta colectividad reproduzca los resultados numéricos con gran precision.
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La inclusién de las aproximaciones comentadas en la ecuacion (5.52) da lugar a

P ~ Pir(k/N) + Pic(1 — k/N)
+Z S — 3 ]{IE{L""N/Z}’ N>1
g=1

— 4n? A=t k
(%) (%)

Las dos series involucradas en este tltimo resultado se pueden sumar analiticamente

(5.53)

P* ~ P(k/N) + P (1 - k/N)

v’ (1+%) 0’ (2_%) (5.54)
+ , ke{0,--- ,N—-1}, N>1,

472 472

donde ¥’ es la derivada de la funcién digamma, que se define [77]

+

d
U(z) = —logl .
() = L 1ogr(2), (5.55)
donde I'(2) es la funcién gamma, que vale I'(n) = (n — 1) sin € Ny
I(z) = / dt =1 (5.56)
0

para z € R. La suma de los dos términos que involucran funciones digamma se
pueden expresar de forma maés sencilla teniendo en cuenta que

7 k ! k
) R e e
472 472 L, <7Tk> AT?k? Am?(N? — k2)’ .
4sin” | —
de modo que
= = = N? N? 1
Pt ~ Phc(k/N)+ Prc(1 — k/N) — —
k WR/N) PR =hIN) = o~ G =) T

k,
4 sin2 T
ey

(5.58)

ke{l,---,N/2}, N> 1.

Este tltimo resultado se puede escribir de forma mas compacta en funcién del
factor de forma K(r)

N [Ks(k/N) =1 Ks(1-K/N)—-1] 1
4r? k? (N —k)? 4sin® (5¥)

LN (5.59)
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De esta manera es evidente que en los sistemas integrables, donde Kgpr = 1, el
resultado es

. 1
P~ — (5.60)

5.3.3. Relacién entre P_,? y F,f

El calculo de P{ a partir de los resultados de la seccién anterior puede parecer a
primera vista trivial: la funcién §, mide la fluctuacién del nivel reescalado €;4; con
respecto a su valor medio. Sin embargo, un examen cuidadoso de las dos magnitudes
involucradas muestra una diferencia importante entre ambas: en el caso de 71(ez11),
la variable independiente es la energia reescalada €; en d,, es el indice g el que juega
ese papel. El proceso de reescalado tiene como consecuencia que €41 — €; = ¢, de
modo que es razonable pensar que el cambio de variable ha de ser hasta cierto
punto trivial; pero la realidad es que la relacion entre n(e;41) y 0, €S un poco mas
complicada. En esta seccién abordamos este célculo de forma detallada.

El mejor punto de partida para el calculo que queremos realizar es

0 B =0,

=y _
O {71 56(q’0) B8>1,2,4.

(5.61)

donde §(gq,0) representa la delta de Kronecker. Esta expresion solo se verifica de
forma asintotica (es decir, para ¢ — oo) en RMT, pero numéricamente se demuestra
que es valida practicamente para todo valor de ¢ [78]. El objetivo de esta seccion
es generalizar esta expresiéon para la varianza a la forma més general del segundo
momento 71y, (p)nr(q) — 0,04, ya que a partir de esta tltima expresion el calculo del
espectro de potencias es trivial.

Considérense dos niveles reescalados € y 7 tales que € > 7. La magnitud n,(e) —
ns(n) mide la diferencia entre la distancia real entre los niveles € y 1 con respecto
a su valor medio 715(€) — i5(n) = € — 1. En promedio, la distancia entre dos niveles
cualesquiera no depende de su situacion en el espectro (con respecto, por ejemplo,
al estado fundamental), sino de la posicion relativa entre ambos; puede afirmarse,
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por lo tanto, que®

np(e) —nr(n) = ngle—n) = 0,
(5.62)

(n(e) —nr(n)? = nrle—n)?

Si se desarrolla el miembro de la izquierda de la segunda expresion y se considera
que el mismo calculo para ¢ < n da lugar a una expresiéon analoga, se obtiene la
siguiente relacién general

R n) = 5 [F(eF + T 0P — e~ (563)

El siguiente paso para alcanzar el objetivo propuesto consiste en obtener una
relaciéon anéloga para d,, de forma que la comparacion directa entre las dos expre-
siones dé lugar al resultado que estamos buscando. La forma mas sencilla de cumplir
este objetivo consiste en partir de la siguiente relacion

(0 — 0p)% = 62+ 0% — 26,04, p,q >0, (5.64)

que, tras una serie de manipulaciones algebraicas, da lugar a

0p0q = % 0 + 05 — 0 |, ¢p>0. (5.65)
La deduccién de esta tltima ecuacion a partir de (5.64) es laboriosa y abstrusa, pero
no aporta ninguna informacién adicional ni se basa en ningtin tipo de aproximacion
o suposicion: sélo requiere manipulaciones algebraicas sobre la funcion §,, y conside-
rar que el segundo momento de la secuencia de espaciamientos {s;} puede escribirse
en términos de la funcién E(z, s), que determina la probabilidad de encontrar exac-
tamente x niveles en un intervalo de longitud s [37] (véase apéndice A). Por esa
razon, y para mantener la continuidad del texto, hemos decidido no incluir la citada
deduccion en el texto.

9Esto solamente es cierto a escalas en las que las fluctuaciones son universales. Considérese un
sistema con anélogo clasico bien definido y dos niveles € y 7, tales que n > €, de forma que la
distancia entre € y el estado fundamental Ey es una determinada energia d, € = Ey + d, y que la
distancia entre € y 1, n — € = A, es mayor que la escala de energia correspondiente a la érbita de
periodo mas corto En,in. Si se supone que el espectro discreto es infinito (como ocurre en un billar,
por ejemplo), siempre es posible desplazar los niveles 7 y € una cierta cantidad Ad, € = Eg+d+ Ay,
tal que la distancia A sea menor que la escala de energia correspondiente a la érbita periddica més
corta E,,;,. Este resultado pone de manifiesto que las correlaciones estadisticas entre dos niveles €
y 1 dependen en general de su posicién en el espectro, ya que ésta determina si se encuentran o no
en la zona de universalidad. De aqui en adelante supondremos que las escalas involucradas estan
en todo momento en el rango correspondiente a la parte universal de las fluctuaciones.
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Una simple comparacién muestra que la relaciéon (5.65) es formalmente idéntica
a (5.63). Si tomamos € = ¢ y n = p, restando (5.63) y (5.65) se obtiene

75(0)s(p) = 840, = % |(7@7=2) + (R0rF-7)
- (ns(lq pl)? = 0 p\)]

El miembro de la izquierda de esta tltima ecuacién es precisamente el segundo
momento en la forma necesaria para calcular el espectro de potencias. El miembro
de la derecha involucra tres términos formalmente idénticos entre si y a la ecuaciéon
(5.61), de modo que

(5.66)

0 ﬁzoa
Tz (p)7is(q) — 55_{ 1+5(p,q)—fgp,0)—5(qa0) B=124,

(5.67)

donde, nuevamente, 6(p, q) representa la delta de Kronecker.
Este tltimo resultado permite encontrar una relaciéon entre P,? y P,f para sistemas

cadticos de forma sencilla; para sistemas integrables es evidente que P = P‘s A
partir de las ecuaciones 5.9 y 5.17 es inmediato que

— = [146(p,q) _2miklp — g)
Pl _Pi= Z [ (P, g } N ke{l N2}, (5.68)
0, lo que es lo mismo
N—1 2mik(p — q) 2
e | - 1 (N=-1 |S
prr _pi — — |14+ — N = | — 4+ — .
7 =1 +Np%::16 12( ~ N), (5.69)
2mikq

donde Sy = Zflvz_ll e N .
El valor de S, puede obtenerse facilmente, ya que constituye una serie geométrica

» [ (N=1)2 k=0,
15 :{g ) ke{l,N—-1}. (5:70)

Gracias a este tltimo resultado, es inmediato que la relacién que buscamos es

— B=1,24.

_ 0 p=0,
Pl — PP = { 1 kel{l,...,N/2}. (5.71)
12
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De este modo, la expresion final para el espectro de potencias de la funcién 4, es

1
_— - O’
55 4 sin? (%k) ’
k N? Kﬁ(k/N)—1+Kg(1—K/N) i _1 g=1,2,4
A2 k2 (N — k)2 4sin® () 12 o
(5.72)

Para obtener el resultado explicito de P? para cada una de las colectividades
RMT hay que sustituir en la expresion anterior el valor de la funcién Kjz(7) para
cada una de ellas. En la tabla 5.2 se adjuntan los factores de forma para cada una
de las colectividades de matrices aleatorias.

7| <1 7| > 1
Ko(T) 1 1
Ki(r)  2f—lrm(+2p)  1-|7 (;lﬂ%)
Ka(7) 7l 1

| <2 7] =2
Ki(r)  5lrl+glrliogh —rl| 1

Tabla 5.2: Factores de forma para las distintas colectividades de RMT.

Segtin las expresiones incluidas en la tabla 5.2 es evidente que la forma de P}
es en general muy complicada; a partir de ella no queda claro hasta qué punto la
conjetura formulada en el capitulo 4 es correcta. No obstante, un simple desarrollo
de Taylor muestra que las expresiones anteriores se reducen a

— N
PP= —— k<N, N>1 5.73
k 2ﬁﬂ'2k’ << 9 >> Y ( )

para las tres colectividades cadticas de RMT, y a

2

D
%= g

E<N, N>1, (5.74)

para los espectros regulares. Estos dos resultados confirman que los sistemas caé-
ticos estan caracterizados por un ruido 1/f, mientras que los sistemas integrables
presentan un ruido 1/
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5.3.4. Resultados

Los resultados obtenidos en la seccién anterior proporcionan expresiones analiti-
cas cerradas para el espectro de potencias de la funcién §,, para sistemas cadticos con
cualquier tipo de simetria'®. Sin embargo, alguna de las aproximaciones utilizadas
en las secciones anteriores, como N > 1, provocan ciertas dudas sobre la aplica-
bilidad de los resultados obtenidos a casos practicos; ademas, en los casos GOE y
GSE el calculo se ha realizado simplificando el factor de forma. Conviene, por lo
tanto, corroborar estos resultados mediante la comparaciéon con datos numéricos y
experimentales.

Resultados para RMT

En primer lugar, comparamos los resultados tedricos con los numéricos para
matrices GOE, GUE y GSE que se utilizaron en [38] para formular la conjetura
expresada en el capitulo 4.

En la figura 5.4 se representan los espectros numéricos promedio para las colec-
tividades GOE, GUE y GSE, obtenidos tras diagonalizar 30 matrices con N = 1000
para colectividad; los espectros tedricos (linea continua) calculados segin los resul-
tados de la seccion anterior; y la aproximacion a una ley de potencias (5.73) (linea
discontinua).

En el caso del GUE, la correspondencia entre el calculo teérico y los resulta-
dos numéricos es extraordinaria: la curva teoérica describe el resultado numérico en
todo el rango de frecuencias; el panel superior, en el que se amplia la region de
alta frecuencia, muestra con nitidez que la curva teérica describe con exactitud las
desviaciones al comportamiento lineal que se observan en esta region. Ademas, la
aproximacion (5.73) resulta también bastante exacta, ya que sélo se observa una
discrepancia con las datos numéricos para frecuencias préoximas a la de Nyquist.
Podemos concluir, en consecuencia, que la aproximacion N > 1 (la tnica que se
realiza en este caso) es aplicable a los espectros que se tratan habitualmente.

En el caso del GOE, también hay una coincidencia apreciable entre los resultados
numéricos y el resultado teodrico: apenas hay discrepancias importantes salvo a muy
alta frecuencia, como se observa en el panel superior. En esta ocasion, sin embargo,
la aproximacion (5.73) no resulta tan adecuada, al menos para matrices de tamafno
medio!?.

Por 1ltimo, los resultados obtenidos para la colectividad GSE ponen de mani-
fiesto que en este caso la aproximacion Ky(7) ~ 1, 7 > 1 no es buena, debido a

10Como las expresiones para los sistemas integrables ya se contrastaron en la seccién 5.2, a partir
de ahora sélo nos dedicaremos a los sistemas caéticos.

HRecuérdese que los resultados numéricos dan un exponente o ~ 1.07. Esta pequefia diferencia
con a = 1 pone de manifiesto que la aproximacion (5.73) no funciona demasiado bien.
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Figura 5.4: Comparacion entre los espectros tedricos y los numéricos para las colec-
tividades GOE, GUE y GSE; la linea continua representa el resultado teorico exacto
y la discontinua la aproximacion a una ley de potencias (5.73). Los espectros numé-
ricos se han calculado promediando sobre 30 matrices independientes. Los paneles
superiores muestran una ampliacién de la zona de altas frecuencias.
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1
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log(k)
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Figura 5.5: Comparacion del espectro de potencias medio del 3*Na, calculado con
25 secuencias de N = 256 niveles, y la expresion tedrica para un sistema GOE. El
panel superior muestra una ampliacion de la zona de altas frecuencias.

la divergencia que se observa en 7 = 1. En la figura se aprecia perfectamente que
tanto la ley teodrica exacta como la aproximacion (5.73) se desvian bastante de los
resultados numéricos, ambas en el mismo sentido; en el panel superior se observa
perfectamente como ninguna de las dos curvas describe correctamente los resultados
a alta frecuencia. La conclusion que se obtiene de este resultado es que el célculo
para la colectividad GSE tiene que abordarse de forma mas rigurosa.

Resultados para sistemas fisicos

Los resultados obtenidos con RMT avalan el calculo tebrico para sistemas con
simetria GOE y GUE. No obstante, es conveniente también comparar dicho calculo
tedrico con espectros procedentes de sistemas fisicos.

En la figura 5.5 se muestra el espectro de potencias promedio para los niveles del
espectro del **Na calculado con el mismo método que se utiliz para el 2Mg en el
capitulo 4; en este caso, la curva teodrica se ha calculado utilizando el factor de forma
de la colectividad GOE. Al igual que en el ejemplo anterior, la correspondencia entre
los valores teérico y numérico es practicamente perfecta: la curva teoérica describe
tanto la parte lineal como las desviaciones a alta frecuencia. En este caso, ademaés, la
dimension de las series es ain mas pequena: N = 256; es por lo tanto evidente que los
resultados teoricos pueden aplicarse a los espectros que se obtienen habitualmente
por simulacién o en experimento.

En la figura 5.6 se muestra el mismo calculo para los niveles de la realizacién
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log <P6k>
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Figura 5.6: Comparacion del espectro numérico de una realizaciéon experimental del
billar de Sinai, calculada segtin se detalla en el capitulo 4, y la expresion teorica
exacta para un sistema GOE.

experimental del billar de Sinai presentada en el capitulo 4. En este caso, la curva
tedrica no describe tan bien los resultados, sobre todo en el rango de frecuencias
proximas a Nyquist; no obstante, el resultado si es bueno en el rango de frecuencias

) . . o
donde la aproximacion P, « 1/k es valida. Teniendo en cuenta todas las limitaciones
del calculo numérico (véase el capitulo 4 para mas detalles), el resultado puede
considerarse bastante satisfactorio'?.

5.4. Conclusion

A la vista de todos los resultados obtenidos en este capitulo, la conjetura enuncia-
da en la seccion 4.5 puede considerarse corroborada con gran fiabilidad. El principal
corolario que se deriva de esta conclusion es que el ruido 1/f es una caracteristica
intrinseca de los sistemas cuéanticos cadticos.

12Nétese que no se ha ajustado parametro libre alguno.






Capitulo 6

Sistemas intermedios

En los capitulos anteriores se han estudiado, numérica y analiticamente, los sis-
temas cuanticos cadticos y regulares, y se ha concluido que estan caracterizados
por ruidos 1/f y 1/f? respectivamente. Para completar el trabajo, en este capitulo
estudiamos desde el mismo punto de vista algunos sistemas intermedios entre la
regularidad y el caos.

Como hipotesis de partida, parece razonable suponer que este tipo de sistemas
deberian presentar un ruido 1/f*, con 1 < a < 2; de este modo, el valor de « seria
un indicador del grado de caos presente en el sistema. No obstante, en el capitulo
2 se vio que los sistemas intermedios no se comportan de forma universal; por esa
razon, el estudio de unos pocos ejemplos concretos no es suficiente para formular
una conjetura general.

A lo largo de este capitulo estudiamos dos ejemplos de sistemas intermedios: el
billar de Robnik, que puede considerarse un paradigma entre estos sistemas, y la
colectividad de matrices DGOE, que interpola entre el GOE y el GDE en funcién
de un pardmetro libre; segiin hemos dicho en el parrafo anterior, los resultados
sirven para ilustrar el comportamiento de los sistemas intermedios, pero no para
establecer una conjetura genérica. Ademaés, al final del capitulo estudiamos también
una colectividad de matrices aleatorias, que denominaremos genéricamente Matrices
de Lanczos y que permite generar espectros con un nivel de repulsion mayor que
cualquiera de las tres colectividades Gaussianas de matrices aleatorias; con este
estudio profundizamos en la relacién entre repulsion de niveles y antipersistencia en
series temporales.

6.1. Billar de Robnik

Como ya se ha dicho en varias ocasiones a lo largo de esta tesis, los billares cuén-
ticos se consideran el paradigma del caos cuéntico; en esta seccion aprovechamos sus
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propiedades (véase seccion 4.4) para estudiar la transicion entre regularidad y caos.
Hemos escogido la familia de billares limagon, més conocida con el nombre genérico
de billar de Robnik |79], porque da lugar a una transicion genérica, segin se detalla
a continuacion. Un estudio semejante puede abordarse en otros sistemas cuanticos,
como el a&tomo de hidrégeno en un campo magnético; la principal desventaja de éste
con respecto al billar de Robnik consiste en que la transicién no puede considerarse
genérica debido a la preponderancia de determinadas érbitas periodicas concretas
para ciertos valores del campo magnético [80], lo cual origina efectos anémalos en
las fluctuaciones espectrales.

6.1.1. Definiciéon y propiedades del billar de Robnik

La principal caracteristica del Billar de Robnik es que su contorno es analitico y
depende de un pardmetro A que gobierna la transiciéon. El contorno puede definirse
como el conjunto de puntos w € C que satisfacen w = z + \2?, donde |z| = 1. En el
plano real (z,y), el contorno puede parametrizarse

z(t) = sin(t) — Acos(2t)

y(t) = Asin(2t) + cos(t), (6.1)

con 0 < A<1/2y0<t<m. En lafigura 6.1 se muestra el contorno del billar para
los valores de A considerados en este trabajo.

La dinadmica clasica del billar de Robnik es rica y evoluciona de manera suave
con el parametro A. En [79] puede encontrase una descripcion bastante completa de
sus propiedades globales: mapas de Poincaré, exponentes de Lyapunov, etc.; en [81]
hay un anéalisis més detallado de sus orbitas periddicas. A continuacion realizamos
un breve resumen de sus propiedades mas significativas:

= Si A =0, el sistema es integrable.

= Para valores pequenos de A, el sistema es KAM: los toros se destruyen poco a
poco segin crece A y existen drbitas periddicas estables rodeadas por islas de
estabilidad [79, 81].

= Para A > 0.25 ya no hay toros ni islas de estabilidad; las érbitas periodicas
llenan el billar completamente, lo cual puede considerarse un signo de caos
total. No obstante, el sistema no es ergddico, pues sigue habiendo una familia
de orbitas estables de Lyapunov [82].

= Si A = 0.5, el billar es ergodico (es decir, cadtico, segin la terminologia que se
estd empleando en esta tesis doctoral) [83].

Ademés, el billar de Robnik carece de orbitas BBO, lo cual supone una clara
ventaja con respecto a otros billares a la hora de cuantizar y analizar las fluctuaciones
del espectro de energias.
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Figura 6.1: Esquema del billar de Robnik para los valores de A considerados en este
trabajo.
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6.1.2. Calculo de los autovalores y método de reescalado

La definicion del contorno como una transformacion del disco unidad en el plano
complejo permite calcular los autovalores del sistema cudntico con relativa facilidad
para cualquier valor de A. El método de calculo més sencillo consiste en desarrollar
la verdadera funcion de ondas del billar en serie de funciones de Bessel, que son
soluciones del billar circular, correspondiente a A = 0. Para obtener numéricamente
el espectro para un cierto valor de A es necesario truncar la base de funciones de
Bessel, de forma que s6lo se obtienen con precisién suficiente un ntmero finito de
niveles a partir del fundamental; segiin aumenta A, el nimero de niveles con precision
suficiente disminuye. En [84] se explica el método de céalculo con detalle.

Para estudiar las fluctuaciones del espectro, hay que considerar que el billar de
Robnik es simétrico con respecto al eje de las abscisas, de modo que existen dos tipos
de estados: los estados pares ¥(w) = ¥U(w*) y los estados impares ¥ (w) = —¥(w*).
La forma sencilla del contorno permite calcular en ambos casos N(E) con facilidad
mediante la ley de Weyl; en el caso de las funciones pares, que son las que utilizamos
en este trabajo

VB8A

N(FE)=—F— — 2
(E) 8 2m 24’ (62)
donde £(x) es la integral eliptica completa de segunda especie
V1 — 2t2
/ o xtQ . (6.3)

Al no existir 6rbitas BBO, el proceso de reescalado es trivial.

6.1.3. Resultados

El céalculo de la funcién 4, y de su espectro de potencias se realiza del mismo
modo que en los capitulos anteriores. En esta ocasion, hemos dividido el espectro
correspondiente a cada valor de A\ en secuencias de 256 niveles, con el fin de evitar
en la medida de lo posible los efectos anémalos producidos por 6rbitas de periodo
muy corto; por el mismo motivo, no hemos utilizado los niveles mas proximos al
fundamental. En la tabla 6.1 presentamos el nimero de secuencias utilizadas para
cada valor de A '; se han utilizado todos los niveles disponibles entre una cota
inferior de energia (que comentaremos a continuacion) y la cota superior debida al
truncamiento de la base.

No se incluye el caso A = 0.5 porque presenta una no analiticidad en la frontera que da lugar
a ciertos problemas en la secuencia de autovalores.
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A 0.00 | 0.05 | 0.10 | 0.15 | 0.20 | 0.25 | 0.30 | 0.35 | 0.40 | 0.45
num | 58 | 126 | 107 | 91 30 72 66 62 o8 o4

Tabla 6.1: Nimero de secuencias disponibles de L = 256 niveles para los distintos
valores del parametro \.

La influencia de las 6rbitas peridédicas de corto periodo puede determinarse segiin
se explico en la secciéon 4.4. El principal problema en este caso estd en la determina-
cion de la longitud de las 6rbitas de periodo méas corto, que no resulta tan sencilla
como en un estadio o un Sinai. En [79] se estudia con cierto detalle la geometria de
las cinco orbitas de periodo mas corto; los resultados que se obtienen son complejos
y dependientes del pardmetro A en funcion de ecuaciones trascendentes. La seleccion
de 256 niveles por secuencia se ha realizado teniendo en cuenta que para todos los
valores de A la o6rbita méas corta es la horizontal en y = 0, que tiene una longi-
tud L, = 4 (en las unidades naturales del problema); en secuencias de L = 256,
esta orbita puede afectar solamente al primer y al segundo punto del espectro de
potencias?. Para determinar con exactitud los efectos anémalos a bajas frecuencias
habria que considerar también las frecuencias correspondientes a las siguientes érbi-
tas periodicas; son de esperar, por lo tanto, diferentes anomalias a baja frecuencia
en funciéon de .

En la figura 6.2 representamos la funcién 4,, para una secuencia correspondiente
a cada valor de A\. Hemos elegido la misma escala en todas las figuras para apreciar
mejor como el aumento de repulsiéon con A se manifiesta en la forma de d,,.

En la figura 6.3 representamos el espectro de potencias medio para los valores de A
que se especifican en ella; en la tabla 6.2 adjuntamos los valores de a: correspondientes
al ajuste por minimos cuadrados. En la figura se aprecia con bastante nitidez que la
ley de potencias P oc w™® es una excelente aproximacién para todos los valores de
A. Los valores obtenidos para « son coherentes con la dinamica clasica del sistema:
para A < 0.25, la presencia de toros invariantes hace que el sistema esté proximo a
la regularidad; para A > 0.25, la ausencia de este tipo de estructuras hacen que el
sistema sea practicamente cadtico.

De los resultados obtenidos, dos cosas llaman poderosamente la atenciéon. En
primer lugar, el hecho de que la ley de potencias P’ oc w® se verifique para cualquier
valor de A no puede explicarse seglin los argumentos teéricos presentados en el
capitulo 2; en particular, la aplicacion del PUSC conduce a un resultado del tipo
P’ = A/w+ B/w? [85]. Una posible explicacién consiste en suponer que el sistema no
estd lo bastante cerca del limite semiclasico como para que los estados cadticos y los
estados regulares sean independientes. Esta posibilidad sirve para descartar una ley

2El célculo exacto da una frecuencia w correspondiente a k ~ 1.2, donde k = wL /27, segtn los
diferentes valores de .



136

Sistemas intermedios

10

-10

10

-10

10

-10

10

-10

10

-10

Figura 6.2: Funcién ¢,, para una secuencia de L = 256 correspondiente a 10 billares

(a) A=0.00
(c) A=0.10

o 50 100 150 200 250

(i) A=0.40

de Robnik con distinto \.

10

°

-10

10

°

-10

10

o

-10

10

°

-10

() A=0.45



6.1 Billar de Robnik

137

35 Ajuste
d&\x
o 25
(a) A=0.00
35
Ajuste
ok 25
(c) A=0.10
25
Ajuste
ok 25
(e) A=0.20
e Ajuste
&
e 0.5 1 15 2 25
log k
(g) A=0.30
s Ajuste

log <Pkﬂ>

o 0.5 1

15 2
log k

(i) A=0.40

2.5

35
Ajuste
L
o
v
25
log k
3
Ajuste
3
25
15
Ajuste
1
0s
& o
05
-1
15
o 0.5 1 15 2 25
log k
15
Ajuste
L
o
v
15
o 0.5 1 15 2 25
log k
15
Ajuste
3
15
o 0.5 1 15 2 25
log k

Figura 6.3: Espectro de potencias medio, calculado utilizando el nimero de secuen-
cias que se indica en la tabla 6.1 de la funcién 4, para billares de Robnik con
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A «
0.00 | 1.92 £ 0.02
0.05 | 1.84 £+ 0.01
0.10 | 1.86 £+ 0.01
0.15 | 1.73 & 0.02
0.20 | 1.60 £+ 0.03
0.25 | 1.22 £ 0.03
0.30 | 1.13 £ 0.03
0.35 | 1.00 £ 0.03
0.40 | 1.03 &= 0.03
0.45 | 0.98 &+ 0.03

Tabla 6.2: Valores del exponente « para billares de Robnik con distinto A. El calculo
se ha realizado ajustando el espectro de potencias medio a una ley P,f x k™.

del estilo P2 = A/w + B/w?, pero no es suficiente para explicar el comportamiento
P? oc w™® para ello habria que determinar la amplitud del término mezcla entre
estados caodticos y regulares y evaluar su influencia en el espectro de potencias de
la funcién 6,,. En cualquier caso, los resultados obtenidos permiten completar la
relacion entre antipersistencia y repulsiéon de niveles postulada en el capitulo 4;
al menos en este sistema, la aparicién del caos, que se manifiesta cldsicamente en
la destrucciéon de los toros integrables y en la deslocalizacién del movimiento en
el espacio de fases, da lugar a un aumento de la antipersistencia en el espectro
de energias visto como una serie temporal. Las propiedades globales del billar de
Robnik (su adecuacion al teorema KAM y la analiticidad de su contorno) hacen
pensar que este comportamiento podria ser general y caracterizar la transicion entre
regularidad y caos en sistemas con las mismas propiedades; no obstante, antes de
obtener una conclusién habria que analizar otros sistemas.

En segundo lugar, los valores que se han obtenido para el parametro o en fun-
cion de A muestran una transiciéon brusca en A = 0.25; a partir de este valor, en el
espacio de fases clasico no existen toros integrables. No obstante, el valor o = 1,
correspondiente al caso ergddico, no se obtiene hasta A &~ 0.35, lo que puede enten-
derse como un indicador de que atln existen ciertas 6rbitas estables para A > 0.25. A
este respecto, la funcion ¢,, parece un buen indicador de lo que le ocurre al analogo
clasico del sistema.

La estrecha relacion entre el parametro « y las propiedades de la dindmica cla-
sica del sistema se ilustra en la figura 6.4, en la que se representa la variacion de
dicho parametro en funcién de A junto con la proporcion del espacio de fases clasico
ocupado por los toros integrables® p¢. En la figura se aprecia con nitidez que la

3Los valores de \ para los que se proporciona este tltimo pardmetro no coinciden con los del
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 6.4: Comparacion entre el exponente a del espectro de potencias de los billares
de Robnik y la razén del volumen del espacio de fases clasico p$ ocupada por los
toros integrables.

evolucion de a es mas lenta que la de p$': para valores de A en los que p§f ~ 0,
el exponente « es claramente mayor que o = 1. Este resultado pone de manifiesto
que el exponente no sélo a refleja la proporcién entre las regiones cadticas y las
regiones integrables del espacio de fases, sino también propiedades mas sutiles como
la estabilidad de las 6rbitas periddicas, que es la responsable que el sistema no sea
ergodico para A = 0.25, a pesar de que p$ ~ 0.

Con el fin de dilucidar a partir de qué valor de A las fluctuaciones del billar
de Robnik son como las de los sistemas cao6ticos, hemos comparado el espectro de
potencias numérico en un entorno de A = 0.25 con la expresion tedrica obtenida en el
capitulo anterior para un sistema GOE con N = 256. En la figura 6.5 se presenta el
resultado numérico junto con la curva teérica (linea sélida) y la recta correspondiente
al ajuste a una ley de potencias (curva punteada). Estos resultados confirman que
hasta A = 0.35 las fluctuaciones del sistema no pueden considerarse cadticas: en los
casos A = 0.20, A = 0.25 y A = 0.30 se aprecia una diferencia clara entre la curva

resto de la seccién porque se han utilizado los datos disponibles en [79].
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teorica y el resultado numérico que va disminuyendo segiin aumenta A. Ademés,
este tltimo resultado sirve para comprobar que la expresion teérica obtenida en el
capitulo 5 es aplicable a sistemas semiclasicos.

Te(‘)ria Teéria
Ajuste - Ajuste ---------

log <Pk5>
log <Pk6>

-1.5 ! : : . -1.5

log k log k

(a) A = 0.20 (b) A =0.25

2.5

Tedria Tedria
Ajuste ---------- Ajuste ----------

log <Pk5>
log <Pk6>

-1.5 ! : : . -1.5

log k log k

(c) A =10.30 (d) A=0.35

Figura 6.5: Comparacién entre el espectro numérico de diferentes valores de A del
billar de Robnik con la curva teérica para un espectro cadtico. La linea discontinua
muestra el resultado del ajuste por minimos cuadrados de los datos numéricos a una
ley de potencias; la linea continua, la expresion teérica exacta para un sistema GOE.

6.2. Colectividad de matrices DGOE

Los resultados obtenidos en la seccion anterior son muy interesantes, pero han de
ser contrastados antes de utilizarse como base de una conjetura general. Una buena
forma de estudiar las fluctuaciones espectrales de sistemas intermedios entre el caos y
la regularidad consiste en acudir a un modelo de matrices aleatorias, ya que éstas son
un paradigma en la descripciéon del caos cuantico. La ausencia de universalidad en

2.5
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sistemas intermedios imposibilita, sin embargo, la definicién de una colectividad que
describa de manera genérica las fluctuaciones de este tipo de sistemas; en su lugar
existen varias propuestas, cada una de las cuales es mas adecuada a determinado
tipo de sistemas. En esta seccién estudiamos una de las colectividades mas citadas
en la literatura: la colectividad de matrices DGOE?.

6.2.1. Definicién de la colectividad DGOE

Considérese una matriz aleatoria H caracterizada por una distribucién de pro-
babilidad P(H) y sometida a unas ciertas restricciones; en el caso de la RMT, éstas
son invariacion bajo un determinado tipo de transformaciones e independencia es-
tadistica de los elementos de la matriz. Una forma de obtener la distribucion de
probabilidad mas adecuada con las restricciones impuestas es imponiendo que ésta
contenga sélo la informacién necesaria para el cumplimiento de éstas. Extendiendo
el concepto termodinamico de entropia, se puede definir una magnitud

T[P(H)] = — / dH P(H) log[P(H)), (6.4)

que mide la entropia, esto es, la informacién asociada a la distribuciéon de pro-
babilidad P(H). La maximizaciéon de esta cantidad, 0Z[P(H)] = 0, junto con las
restricciones impuestas (que se pueden implementar, por ejemplo, con el método
de los multiplicadores de Lagrange), dan como resultado la distribucion P(H) mas
adecuada.

El objetivo que se persigue al construir la colectividad DGOE es obtener una
colectividad de matrices aleatorias que describa la transicién entre regularidad y caos
de la forma mas general posible. Como se vio en el capitulo 4, el caos se describe
mediante la colectividad GOE?®, mientras que la regularidad queda bien descrita
por una matriz diagonal. Resulta conveniente, por lo tanto, definir los operadores
P, =]i><iyQ;=1- P, donde |i >, coni=1,2...,N, son los vectores de la
base; asi, un hamiltoniano general H puede descomponerse en una parte diagonal
Hy y en una parte no diagonal Hy, tales que H = Hy + H; [86]

N

Hy = ) PHP, (6.5)
=1
N

H, = ZPz'HQz‘- (6.6)
=1

4Siglas del inglés Deformed Gaussian Orthogonal Ensemble, que se puede traducir como Colec-
tividad de Ortogonal Gaussiana Deformada.

5En esta seccion nos referiremos siempre a sistemas con simetria GOE. Para otro tipo de sistemas
pueden construirse colectividades DGUE y DGSE siguiendo el mismo procedimiento.
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A partir de esta division, la distribucion P(H) para la transicion puede obtenerse

a partir del principio de méxima entropia anadiendo a las restricciones habituales
para el GOE

(TrH?) = / dHP(H)TrH? = (6.7)

(ay = / dHP(H) = 1, (6.8)

la condicion [86]

(TrH?) = zN: / dHP(H)Tr(P,HQ;HP;) = v. (6.9)

De este modo, los pardmetros p y v quedan libres y su relaciéon determina la pro-
ximidad al caos o a la regularidad. La distribucién de probabilidad que se obtiene

es N
B\ T-1
(1 + —) , (6.10)
(6

donde o y S son multiplicadores de Lagrange vy Pgor(H) es la distribucion de
probabilidad para el GOE. Segtn la expresion anterior, cuando 8 — 0 se recupera
el GOE, y cuando 8 — oo se obtiene Poisson.

Una manera diferente de llegar al mismo resultado consiste en considerar que el
hamiltoniano parcialmente caotico es la solucién de un conjunto de ecuaciones de
Langevin para un determinado tiempo ¢ [87]. La distribucién de probabilidad que

resulta de ello es
H2
)] !Hexp( a%?)] : (6.11)

1<J

P(H) = Pgop(H exp[ ,BZTr PHQ;HP)

[

donde el parametro € se escribe en funcion del tiempo €2 = 1 — exp (—t/2a?). Segiin
este resultado, en el estado inicial, ¢ = 0, el sistema es regular y en el estado final,
t = 00, el sistema es GOE. La relacion entre este formalismo y el anterior es

S (6.12)

VT

La colectividad DGOE puede obtenerse, ademéas, como un caso particular de un
modelo més genérico para construir hamiltonianos mezcla [88|

_ Hy+\V

NS (6.13)
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donde Hy y V son los limites de la transiciéon. La colectividad DGOE puede recupe-
rarse tomando Hy como una matriz GDE y V' como una matriz GOE con

A

La ecuacién (6.13) pone de manifiesto que la colectividad DGOE esta compuesta
por hamiltonianos separables en una parte regular y en una parte cadtica. Segtn la
teoria expuesta en la seccion 2.3.6, este tipo de hamiltonianos parecen una buena
eleccion para la descripcion de sistemas intermedios cerca del limite semiclésico,
donde se supone que las partes regulares y cadticas del espacio de fases dan lugar a
espectros independientes que se superponen para componer el espectro del sistema
completo; puede considerarse que (6.13) se corresponde con (2.83) con Vie = 0. En
cualquier caso, no parece probable que la colectividad DGOE pueda describir todo
tipo de transiciones integrabilidad-caos; en particular, la obtenida con el billar de
Robnik en la secciéon anterior no parece coincidir con este modelo.

6.2.2. Calculo de autovalores y método de reescalado

El céalculo de los autovalores para cualquier valor de € es tan sencillo como en el
caso de una matriz GOE: basta con generar los elementos diagonales y no diagonales
con las varianzas adecuadas segun la ecuacion (6.11).

El método de reescalado, por el contrario, es un poco més complicado, ya que no
existe una formula analitica para N(E) en funcion de €, salvo en los casos triviales
e = 0y e = 1. En este trabajo hemos utilizado un desarrollo en polinomios de
Chebyshev para ajustar N(E), segiin se explica en el apéndice C. Ademas, hemos
realizado el reescalado de cada matriz de forma independiente, tal y como hicimos
con las matrices EGOE; al igual que entonces, las dos o tres frecuencias mas bajas
presentan efectos anémalos.

6.2.3. Resultados

Una vez generados y reescalados los autovalores, el célculo de la funciéon 4, y
su espectro de potencias promedio es trivial. En primer lugar, hemos realizado los
calculos para una dimensién concreta, y luego hemos estudiado la evolucién del
sistema en funcion del tamano de la matriz, con el fin de extraer alguna conclusién
para el limite N — oo.

Calculo para N=2000

En la figura 6.6 se muestra la funcion §,, para ocho valores escogidos del pardmetro
€; en todas las gréficas se ha adjuntado un panel en la esquina superior derecha en el
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que se amplia la sefial en un intervalo determinado®. Una simple inspeccién muestra
que la autosimilaridad no es evidente para valores intermedios del parametro ¢, en
especial para los casos entre € = 1/80 y € = 1/250: en la sefial completa se observan
oscilaciones de largo periodo que no se reproducen en los fragmentos ampliados.
En la figura 6.7 se muestra el espectro de potencias promedio (calculado con 30
matrices) para los mismos valores de € que en la figura anterior; junto al resultado se
han dibujado las curvas teéricas para un sistema integrable y para un sistema caético.
Las figuras muestran con nitidez que la transicién entre el caos y la regularidad no
se hace segiin una ley de potencias P’ o w™®, sino que las frecuencias bajas se
aproximan a la curva regular antes que las frecuencias altas. Este comportamiento
es coherente con lo que se observa a simple vista en la funcion d,: las oscilaciones
de largo periodo que aparecen para valores intermedios de e se manifiestan en el
incremento del espectro de potencias a frecuencias bajas, mientras que a frecuencias
altas éste coincide ain con el del GOE. Ademés, esta falta de autosimilaridad es
cualitativamente consistente con una descripcion del tipo Ppgor = A(€)Pgor +
B(€)Pgpr, que se obtiene aplicando el PUSC [85]; el ajuste de los parametros A y
B es, sin embargo, demasiado delicado como para que sea posible obtener resultados
significativos. En cualquier caso, los resultados son lo bastante claros para concluir

que la colectividad DGOE no sirve como modelo de la transiciéon que se observa en
el billar de Robnik.

Calculo para ¢=1/500

La RMT estandar” describe correctamente las fluctuaciones de los sistemas cu4n-
ticos caoticos en el limite N — oo. En la secciéon anterior hemos caracterizado la
transicion entre regularidad y caos para una matriz lo bastante grande para suponer
que reproduce con bastante fidelidad lo que ocurre en el limite N — oc; los resul-
tados de la RMT estandar se reproducen con matrices bastante més pequenas. Sin
embargo, en muchas ocasiones el estudio numeérico de fenémenos parecidos, como las
transiciones de fase, se ve afectado por efectos de tamafio finito® que no desaparecen
rapidamente al aumentar el tamano del sistema. En esta seccion abordamos este
problema estudiando lo que le sucede a los hamiltonianos DGOE al aumentar el
tamafio de la matriz para un valor fijo del parametro.

En la figura 6.8 se representa el espectro de potencias promedio para matrices
de dimension N = 250, N = 500, N = 1000, N = 2000, N = 4000 y N = 8000
con ¢ = 1/500; se ha utilizado w = 27k/N como variable independiente porque

6Se han seleccionado regiones diferentes en los distintos casos con el fin de apreciar con mayor
claridad las fluctuaciones.

"En general se entiende como tal al conjunto de las colectividades Gaussianas GOE, GUE y
GSE.

8La terminologia habitual para este tipo de fendmenos es Finite Size Scaling.
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Figura 6.6: Funcion 4, para matrices DGOE con N = 2000 y diferente €. En los
paneles superiores se muestra la senal ampliada para un rango significativo de valores

de n.
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Figura 6.7: Espectro de potencias medio

para matrices DGOE con N = 2000 y
diferente €. La linea continua representa la expresion tedrica exacta para un sistema

GOE, y la linea discontinua, la expresion tedrica exacta para un sistema integrable.
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Figura 6.8: Espectro de potencias medio para matrices DGOE con € = 1/500 y
diferentes dimensiones. La linea continua representa la expresion tedrica exacta para
un sistema GOE; la linea discontinua, la expresion tedrica exacta para un sistema
integrable, y las flechas indican la frecuencia a la que el espectro se aleja de la
integrabilidad.
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el contador £ depende del tamano del sistema; junto a los resultados numéricos
se representan las curvas teoricas para un sistema integrable y para un sistema
caotico. Las graficas muestran con claridad los cambios que experimenta el sistema
al aumentar el tamano de la matriz. El1 hamiltoniano N = 250 puede considerarse
integrable: su espectro de potencias reproduce la curva tedrica para casi todo el
rango de frecuencias, salvo las anomalias a baja frecuencia debidas al reescalado;
en todo caso puede observarse una pequenia discrepancia (la curva teoérica no pasa
exactamente por el centro de la nube de puntos numéricos) a muy alta frecuencia.
El resto de los paneles de la figura pone de manifiesto que el aumento del tamaifio
del sistema tiene consecuencias muy significativas; con el fin de que el lector pueda
apreciar mejor estas diferencias, en las distintas graficas se indica con una flecha
la frecuencia aproximada en la que el sistema se aleja de la integrabilidad, que
denominamos frecuencia critica w.. A partir de N = 1000 ya se empiezan a observar
diferencias importantes con respecto al valor teérico para un sistema integrable: a
altas frecuencias hay una desviaciéon apreciable con respecto a la curva teorica para
sistemas integrables. El hamiltoniano més grande que se ha utilizado, N = 8000, es
especialmente significativo, ya que solamente unas pocos puntos a bajas frecuencias
se disponen sobre la curva integrable, y a muy altas frecuencias el resultado se
aproxima mucho a la curva caoética.

log w

-2.5 1 1 1 1 1 1
2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

log N

Figura 6.9: Frecuencia a la cual el sistema deja de ser integrable en funciéon del
tamano de la matriz. La linea representa un ajuste a una ley de potencias w, o< N7.

La principal conclusion que se obtiene a partir de estos resultados es que la
transicion entre integrabilidad y caos se desplaza hacia valores menores del parame-
tro € al aumentar la dimension de las matrices utilizadas para el célculo. El rango
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de dimensiones que hemos considerado es quizd demasiado pequefio® para obtener
una conclusion definitiva, pero los resultados son compatibles con que la transicion
empiece a producirse en € = 0 cuando N — oo. En la figura 6.9 se muestra una
representacion de la frecuencia w, a la cual el sistema deja de ser integrable (marca-
da con una flecha en la figura 6.8) en funcién del tamafio de la matriz; se presenta
en escala logaritmica para que el lector aprecie mejor la rapida disminucién de la
frecuencia critica al aumentar N. Junto con los datos se presenta el resultado de un
ajuste lineal por minimos cuadrados. El nimero de puntos es pequeno para obtener
una conclusioén significativa, pero los resultados muestran con claridad que el ritmo
de disminucion de la frecuencia critica en funcién de N no disminuye para valores
grandes de IV, de modo que se puede postular que w. — oo cuando N — oo.

A raiz de todos estos resultados parece evidente que la colectividad DGOE no sir-
ve para describir con precision algunos sistemas fisicos que estan entre la regularidad
y el caos, como el billar de Robnik.

6.3. Transicion hacia el espectro equiespaciado: ma-
trices Lanczos

Uno de los resultados mas importantes de la presente tesis doctoral es el estable-
cimiento de una relacion entre la repulsion de niveles y la antipersistencia en series
temporales. Segin los resultados presentados en el capitulo 4 y la argumentacion
tedrica del capitulo 5, el caos cuantico se caracteriza por series temporales en el limi-
te de antipersistencia; la intensidad de la repulsion, diferente segiin las simetrias del
hamiltoniano del sistema (méaxima en el GSE y minima en el GOE), no se manifiesta
en el grado de antipersistencia de la funcién §,,. En las dos secciones anteriores se
ha mostrado que la transiciéon entre regularidad y caos puede manifestarse en for-
ma, de serie parcialmente antipersistente, pero no todos los sistemas presentan este
comportamiento; lo Gnico que parece universal es la maxima antipersistencia en el
limite ca6tico. A continuacion estudiamos la transicion desde un espectro GOE a un
espectro equiespaciado (con repulsion infinita o congelado) con el fin de determinar
qué ocurre con la antipersistencia de la serie temporal si se aumenta la repulsion
de forma dramética. Ademas de para la caracterizacion de la antipersistencia, este
estudio puede servir para estudiar transicién metal-aislante, que en algunos sistemas
se manifiesta en una transiciéon desde un espectro cadtico a un espectro congelado
(véanse, por ejemplo, [89] y sus referencias).

9Desgraciadamente, el coste computacional de la diagonalizacién de matrices es muy elevado.
Los algoritmos utilizados en esta tesis doctoral necesitan un tiempo ¢ oc N3, de modo que resul-
ta imposible aumentar mucho el tamafo de las matrices. Ademas, si los elementos almacenados
exceden la capacidad de la memoria RAM, el proceso de calculo se ralentiza de forma dramética.
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6.3.1. Definiciéon de las matrices Lanczos

Considérese un hamiltoniano H y un conjunto de estados [0 >, H|0 >, H?|0 >
..., HN710 >, donde H y |0 > tienen que ser reales con respecto a algin tipo
de conjugaciéon compleja generalizada definida por un operador antiunitario. Si se
construye una nueva base ortonormalizando el conjunto anterior, el hamiltoniano
H se expresa en dicha base en forma de una matriz tridiagonal, y sus elementos
se distribuyen siguiendo unas leyes concretas: los diagonales fluctiian alrededor de
una constante; los no diagonales, alrededor de una ley proporcional a la inversa de
densidad de estados [90]. En un trabajo reciente [91] se muestra, ademas, que las
fluctuaciones de los elementos de matriz son responsables de la repulsiéon de niveles
y las propiedades de las fluctuaciones del espectro.

Considérese ahora una matriz GOE escrita en forma tridiagonal segin el proce-
dimiento anterior, Hgog. La distribucion de los elementos de esta matriz se conoce
tedricamente: los elementos diagonales estan centrados en cero y los no diagonales
se distribuyen alrededor de una ley H;.; = /1 —i/N. Utilizando estas leyes, es
posible construir a partir de Hgop una nueva matriz Hfyp

Hfop = Hoop + F (Haos — Hiop) , (6.15)

donde HE,, representa la parte suave de la matriz descrita por las leyes anteriores.
El parametro libre F' indica la amplitud de las fluctuaciones de la matriz: si F' = 1,
se recupera una matriz GOE, y si ' = 0 permanece s6lo la parte suave. En este
trabajo denominamos colectividad de matrices Lanczos a H, 5 para cualquier valor
de F.

6.3.2. Calculo de autovalores y método de reescalado

Conceptualmente, el calculo de los autovalores de una matriz Lanczos para cual-
quier valor de F' es trivial: primero se construye la matriz tridiagonal segtn el pro-
cedimiento explicado en la secciéon anterior, y después se diagonaliza de manera
habitual. Sin embargo, el calculo de la base |0 >, H|0 >, H?|0 >,..., HY7'|0 > es
en general muy costoso, ya que es necesario ortonormalizar el conjunto una vez gene-
rado. Una manera mucho menos costosa de obtener la representacién tridiagonal de
una matriz consiste en seleccionar un vector cualquiera normalizado |0 > y realizar
la siguiente operacion [92]:

H|0 >=<0|H|0 > +[H— < 0|H|0 >] |0 >= Hy|0 > +|1" > . (6.16)

El estado |1’ > es ortogonal a 0; normalizandolo se obtiene el vector |1 >, que es
el segundo vector de la base tridiagonal. Aplicando a continuaciéon H al vector |1 >
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se obtiene |2’ >, que, normalizado a |2 >, constituye el tercer vector de la base. De
forma general, el vector |(m 4 1)’ > se obtiene

Him >= Hyp 1lm — 1> +Hpm|m > +|(m+1)" > . (6.17)

Una vez obtenida y diagonalizada la matriz Lanczos, el método de reescalado
es muy sencillo: para valores pequenos de F', la intensidad de las fluctuaciones no
altera la densidad de estados, de manera que la parte suave de las matrices HE 5
sigue la misma ley H2,, para todo valor de F'0.

6.3.3. Resultados

En esta seccion estudiamos las fluctuaciones del matrices Lanczos con 0 < F' < 1,
es decir, la transicion entre un espectro caético y un espectro congelado (equiespa-
ciado)'!. Para observar de forma cualitativa como se produce la transicién, en la
figura 6.10 se representan 20 niveles consecutivos de matrices Lanczos con F' = 1.0,
F=05F=04,F=03, F=02y F=0.1.

La forma mas habitual y sencilla de medir la intensidad de la repulsién es median-
te la distribucion de espaciamientos de préximos vecinos P(s): para valores pequenos
de s, se puede aproximar P(s) ~ s?, donde j indica la repulsién. Para analizar las
matrices Lanczos resulta muy conveniente ajustar la P(s) obtenida numéricamente
a la distribucion fenomenologica de Izrailev (2.85)

2
P(s, Bey) = Ag,, 5" exp (—W—ﬂe”sz — [Bﬂef _ TPy ] 5) , (6.18)

16 4

ya que esta distribucion permite interpolar entre un espectro caético y un espectro
equiespaciado, P(s) = §(s — 1) en funcion de un parametro efectivo. En la figura
6.11 se muestran las distribuciones de espaciamientos obtenidas para una matriz
con cada uno de los valores de F' anteriores, junto con el resultado del ajuste a la
distribucién de Izrailev; en la tabla 6.3 se presentan los valores obtenidos para el
parametro . El resultado expresa cuantitativamente lo que se observa en la figura
6.10 de forma cualitativa: como la repulsion crece dramaticamente al disminuir F'
en un orden de magnitud. Ademés, los valores obtenidos para [ se corresponden
bastante bien con la relacién propuesta en [91]

1

10No existe un criterio general para determinar qué se entiende por un valor “pequefio” de F.
Desde un punto de vista practico, se observa que a partir de un cierto valor de F’ empieza a perderse
la ergodicidad, de forma que no siempre es posible reescalar cada matriz utilizando una misma ley
para N(E).

1 Como se ha dicho antes, F = 0 implica que sélo permanece la parte suave del espectro; al
realizarse el reescalado < s >= 1, de modo que F;;; — FE; = 1 Vi, tal y como ocurre en un espectro
congelado.
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F=1.0 F=0.5 F=0.4

F=0.3 F=0.2 F=0.1

Figura 6.10: Espectro de energias para matrices HE, 5 con distintos valores de F.

Esta tltima expresion permite comprender cualitativamente el tipo de espectro
que se obtiene con los distintos valores de F'. Ademas del caso trivial, F' = 1, que da
lugar a un espectro GOE (8 = 1), con ayuda de esta expresion resulta evidente que
si F' — oo el espectro resultante es regular, ya que en este caso  — 0; del mismo
modo, se comprende que el caso F' = 0, que conserva tan sélo la parte suave del
espectro, da lugar a un espectro equiespaciado. Notese también que para F' < 0.5 la
repulsién es mayor que en la colectividad GSE'2.

Una vez caracterizada la repulsion en funcion de la amplitud de las fluctuaciones
F', pasamos a estudiar el espectro mediante la funcién ¢,,. En la figura 6.12 se muestra
la funcién 6,, para una matriz de cada valor de F'; representamos todas las figuras con
la misma escala para que se aprecien mejor los efectos de la repulsion. A partir de
estos resultados parece evidente que el principal efecto del aumento de la repulsién
es una clara disminucién en la amplitud de las fluctuaciones de la funcién 9,,; por el
contrario, el aspecto global de la senal no parece modificarse demasiado.

En la figura 6.13 se presenta el espectro de potencias promedio de la funcion
0n, calculado con 30 matrices para cada valor de F'; junto a los datos numéricos se

12Esa es la razén por la cual hemos escogido este conjunto de valores de F.
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Figura 6.11: Distribuciéon P(s) para matrices Lanczos con distinto valor de F. El
histograma representa el valor numérico y la linea continua el ajuste por minimos
cuadrados a la distribucion de Izrailev (2.85).
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F B

1.0 | 1.07 £ 0.01
0.5 | 3.85 = 0.03
0.4 | 591 £+ 0.04
0.3 | 10.31 £ 0.07
0.2 228 £0.1

0.1 89.7+£0.38

Tabla 6.3: Valores del pardmetro de repulsion 8 para matrices Lanczos con distinto
valor de F'. El célculo se ha realizado ajustando por minimos cuadrados los datos
numéricos a la distribucion de Izrailev (2.85).

representa el resultado del ajuste por minimos cuadrados a una ley P} oc w™?; los
valores obtenidos para « se presentan en la tabla 6.4. En general, el ajuste a la ley
de potencias con a &~ 1 es muy bueno para todo valor de «; sblo a frecuencias altas
las desviaciones con respecto a la ley de potencias se hacen mayores al disminuir F'.

F «

1.0 | 1.07 £ 0.03
0.5 | 1.00 &= 0.03
0.4 | 0.99 + 0.03
0.3 | 0.98 + 0.03
0.2 | 0.98 + 0.03
0.1 | 0.98 + 0.03

Tabla 6.4: Valores del pardmetro de a para matrices Lanczos con distinto valor de F'.
El calculo se ha realizado ajustando por minimos cuadrados el espectro de potencias
medio a una ley P,f x k™.

El ajuste por minimos cuadrados permite concluir que la ley P° oc w™® describe
correctamente las fluctuaciones de los espectros de matrices Lanczos, lo cual es
suficiente para justificar las conclusiones que se detallan a continuacién. Sin embargo,
en el capitulo 5 se obtuvo una expresion analitica (5.73) aplicable a sistemas caoticos

N

PP~ —— N>1 0<k<nN, 6.20

kT or?Bk =0 (6:20)
que proporciona no solamente el valor o = 1, sino también la constante que determi-
na la ordenada en el origen. Dada la relacion entre la intensidad de las fluctuaciones
F' y la repulsién de niveles 3, resulta tentador generalizar la ecuacion anterior para
todo valor de F'

—5 NF?
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Figura 6.13: Espectro de potencias medio, calculado con 30 matrices, de la funcién 9,
para matrices Lanczos con los valores F' que se indican. La linea continua representa
el ajuste por minimos cuadrados a una ley P,f x k9.
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En caso de ser correcta, esta expresion permitiria describir correctamente el espectro
de potencias de las fluctuaciones espectrales de las matrices Lanczos sin recurrir a
un ajuste por minimos cuadrados.

F Fus
1.0 | 1.10  0.06

05| 0.53 * 0.03

0.4 [ 0.419 + 0.024
0.3 [ 0.311 £ 0.018
0.2 [ 0.205 £ 0.012
0.1 [ 0.103 £ 0.004

Tabla 6.5: Comparacién entre el valor real de F' y el valor efectivo F,f; obtenido
ajustando los datos numéricos a (6.21) por minimos cuadrados.

Para comprobar la validez de (6.21) hemos calculado F; a partir de esta ecua-
cién en los seis casos que estamos considerando!®; en la tabla 6.5 se muestran los
resultados obtenidos. En todos los casos, salvo en F' = 1, la intensidad real F'y
la efectiva F,; coinciden dentro de los mérgenes de error; la pequena desviacion
cuando F' =1 es razonable teniendo en cuenta que para este caso « es ligeramente
mayor que la unidad. Estos resultados ponen de manifiesto que la ecuacion (6.19)
determina con gran precision la repulsion 3, de forma que es aplicable no sélo a la
distribucion de préoximos vecinos, sino también en las correlaciones de largo alcance.

6.3.4. Conclusiéon general: antipersistencia y repulsiéon de ni-
veles

Los resultados obtenidos en esta seccién permiten generalizar la relacion entre
repulsion de niveles y antipersistencia formulada en el capitulo 4. De forma concisa,
puede decirse que: la repulsion de niveles se manifiesta en forma de serie temporal
antipersistente, de manera que la antipersistencia es mdxima para repulsiones iguales
o mayores a la de un sistema GOEFE. Esta conclusién es muy interesante por dos
motivos:

» Confirma el ruido 1/f como propiedad caracteristica del caos cuantico. El
ruido 1/f aparece cuando el sistema es ergodico y se mantiene al incrementar
artificialmente la repulsion.

13Denotamos F,; para indicar F' efectivo, es decir, la intensidad efectiva de las fluctuaciones de
la matriz Lanczos en funcion del resultado obtenido para el espectro de potencias.
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= Permite postular un mecanismo fisico que da origen al ruido 1/f, tal y como

se explica a continuacion. Un espectro de niveles puede entenderse como un
sistema estatico de muchas particulas: cada particula representa un nivel y
el espectro de niveles representa la distribuciéon de dichas particulas en el
estado de equilibrio'. Desde este punto de vista, la repulsiéon de niveles puede
entenderse como una interaccion repulsiva entre las particulas, que actia a
larga distancia y cuyo principal efecto es que el grado de desorden del estado
de equilibro disminuye al aumentar la intensidad de la repulsién. El hecho de
que el espectro resultante dé lugar a un ruido 1/ f siempre que F' < 1 (hasta el
limite F' = 0, en el que desaparecen todas las fluctuaciones y el espectro esta
completamente ordenado) muestra que el limite de antipersistencia (expresado
en el ruido 1/f) es un limite inferior de desorden a todas las escalas: el ruido
1/f puede entenderse como el ruido més ordenado.

No obstante, estas conclusiones han de tomarse con cautela debido a que se

han obtenido analizando un tnico sistema, que, ademas, no se corresponde con un
hamiltoniano fisico.

14Notese la similitud entre este planteamiento y la interpretacién de un hamiltoniano caético
como la distribucién de probabilidad (6.11) como solucién de una ecuacién de Langevin para un
cierto tiempo ¢ [87].



Capitulo 7

Conclusiones

7.1.

Conclusiones principales del trabajo

Las principales conclusiones y resultados novedosos presentados en esta tesis
doctoral son los siguientes:

El espectro de energias de un sistema cuantico es analogo a una serie temporal
en la que la energia desempena el papel del tiempo. Los métodos estadisticos
de analisis de series temporales sirven para estudiar el caos cuéntico.

Las fluctuaciones espectrales de los sistemas cuanticos cadticos constituyen un
ruido 1/f. Las fluctuaciones espectrales de los sistemas cuanticos regulares
constituyen un ruido 1/ 2.

Los sistemas cuanticos caoticos e integrables forman parte de una clase muy
amplia de sistemas complejos que se caracterizan por un ruido 1/f*. La repul-
sion de niveles en el espectro comporta la antipersistencia en la serie temporal
andloga.

Las fluctuaciones espectrales del billar de Robnik, sistema cuantico intermedio
(ni caotico ni integrable), constituyen un ruido 1/f%, de modo que « es un in-
dicador del grado de caos del sistema. Otros sistemas intermedios no presentan
esta caracteristica.

A partir de le teoria de matrices aleatorias y de la aproximacién semiclasica
se explica el ruido 1/f [1/f?] en sistemas caéticos [integrables|. No es posible
explicar en estos términos el comporamiento de los sistemas intermedios.

El ruido 1/f es la manifestacion de la repulsién de niveles de una cierta inten-
sidad: caracteriza desde la repulsion correspondiente al GOE hasta el limite
de repulsion infinita (espectro equiespaciado).
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A continuacion se comentan en detalle estas conclusiones.

7.2. Resumen de resultados

El objetivo de esta tesis doctoral es la caracterizacion del caos cuantico a base de
considerar el espectro de energias como una serie temporal. La principal conclusién
que hemos obtenido es que las fluctuaciones del espectro de energias de los sistemas
caoticos constituyen un ruido 1/f, mientras que las de los sistemas integrables dan
lugar a un ruido 1/f2. Lo méas novedoso e interesante de este resultado no esta, sin
embargo, en que ambas dinamicas puedan distinguirse mediante este tipo de analisis;
la conclusion fundamental consiste en que las fluctuaciones que caracterizan a los
sistemas cuanticos cadticos son ubicuas en la fisica y en la naturaleza, ya que el
ruido 1/f es una de las propiedades mas habituales en los sistemas complejos de
todo tipo. Los resultados de este trabajo permiten, en consecuencia, inscribir el caos
cuéntico dentro de un conjunto genérico de sistemas complejos.

El estudio de las fluctuaciones del espectro de energias es una herramienta ha-
bitual para discernir si un sistema cuéntico es caético o regular. Al contrario de lo
que sucede en mecéanica clasica, en mecanica cuantica no es posible definir el caos de
una manera sencilla, ni axiomatica, ni fenomenologicamente. No obstante, la apro-
ximacion semiclésica, desarrollada con detalle para hamiltonianos de pocos grados
de libertad, establece un vinculo entre la mecanica clasica y la mecanica cuantica;
a partir de ella se puede deducir que las fluctuaciones del espectro de energia, que
es una magnitud puramente cuantica, contienen toda la informacién sobre la dina-
mica clasica del sistema. En consecuencia, y a pesar de que esta aproximaciéon no
estd atn bien desarrollada para hamiltonianos con muchos grados de libertad y para
sistemas sin un andalogo clasico bien definido, el analisis estadistico de las citadas
fluctuaciones se considera el modo mas fiable de determinar si un sistema cuéntico
es regular o cadtico.

El trabajo realizado en esta tesis doctoral consiste en explotar las similitudes
entre un espectro cuintico y una serie temporal para caracterizar la naturaleza de
las fluctuaciones del espectro de energias y relacionarlas con las de otros sistemas
complejos. Si se establece una analogia entre la energia de un espectro cuédntico y
el tiempo en el que sucede un determinado fenémeno, puede decirse que cada nivel
de energia “ocurre” en una determinada energia F,,, igual que un suceso cualquiera,
como un latido cardiaco o el pulso de un reloj atéomico, sucede en un cierto tiempo
t,. En esta tesis doctoral hemos tomado como punto de partida esta analogia y a
partir de ella hemos caracterizado las fluctuaciones cuanticas mediante una técnica
sencilla y muy habitual en el andlisis de series temporales: el estudio del espectro
de potencias. Hemos investigado el comportamiento de un gran niimero de sistemas
fisicos y modelos matematicos; a partir de todos los resultados hemos obtenidos la
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conclusion que hemos comentado al principio de este capitulo.

Hemos comenzado el trabajo estudiando las tres colectividades de matrices alea-
torias Gaussianas, GOE, GUE y GSE, que constituyen un modelo universal en la
descripcion del caos cuantico; ademas, hemos introducido una cuarta colectividad,
el GDE, que describe los sistemas integrables. El principal resultado que hemos
obtenido es que las cuatro colectividades se caracterizan por un espectro de poten-
cias autosimilar, que sigue una ley de potencias P(w) o w™%; en las colectividades
cadticas a ~ 1 y en la integrable o ~ 2. Este primer resultado constituye un impor-
tante vinculo entre un espectro de energias y las senales fluctuantes de otros muchos
sistemas complejos, tanto fisicos como biolégicos, econémicos o sociales, ya que la
autosimilaridad en el espectro de potencias es una caracteristica de muchos de estos
fenomenos. Ademas, este resultado permite caracterizar el caos cuéntico cualitati-
vamente mediante una propiedad muy sencilla: la antipersistencia: se dice que una
senal temporal es antipersistente si tiende a corregir las desviaciones estadisticas
con respecto a su valor medio; esta propiedad da lugar a un espectro de potencias
autosimilar con 1 < a < 2. Tradicionalmente, los sistemas caoticos se identifican por
la repulsion entre niveles energéticos consecutivos: en ellos, si se varia un parametro
libre del hamiltoniano (por ejemplo, el campo magnético) dos niveles energéticos
consecutivos nunca se cruzan; en los sistemas integrables no existe tal restriccion. El
resultado obtenido con las colectividades Gaussianas de matrices aleatorias muestra
que esta propiedad se manifiesta en forma de serie temporal muy antipersistente o
en el limite de méaxima antipersistencia, que se corresponde con o = 1. Al ser los
resultados practicamente idénticos en las tres colectividades cadticas, todo parece in-
dicar que la maxima antipersistencia se alcanza a partir de un minimo de repulsién,
la que caracteriza al GOE.

Ademas de las colectividades Gaussianas GOE, GUE, GSE y GDE, hemos estu-
diado también colectividades de matrices construidas mediante interacciones aleato-
rias a k cuerpos EGOE(k). Estas nuevas colectividades se caracterizan porque dan
lugar a hamiltonianos cadticos o regulares en funcién del nimero de cuerpos de su
interaccion; para las dimensiones que hemos manejado en este trabajo, solo las in-
teracciones a un cuerpo dan lugar a hamiltonianos integrables. Desde un punto de
vista conceptual, la principal diferencia entre estas colectividades y las Gaussianas
estd en que las primeras dan lugar a hamiltonianos con mayor significado fisico;
desde un punto de vista técnico, las interacciones aleatorias producen hamiltonianos
con problemas de ergodicidad, méas dificiles de analizar estadisticamente. Los resul-
tados que hemos obtenido corroboran las conclusiones alcanzadas con el estudio de
las colectividades Gaussianas. Ademés, hemos comprobado que la falta de ergodi-
cidad no tiene un efecto dramaético en las fluctuaciones de los distintos miembros
de la colectividad: hemos calculado el valor de a para cada miembro de manera
individual y hemos concluido que los resultados se distribuyen alrededor de o = 1
en una Gaussiana cuya desviacion tipica o disminuye al aumentar el tamano de la
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matriz. El inico efecto anémalo (y probablemente espurio) relacionado con la falta
de ergodicidad se localiza en las dos o tres frecuencias més bajas del espectro de
potencias y no influye en el resultado final.

Todos los resultados obtenidos con los diversos tipos de matrices aleatorias estan
en la misma linea, pero para obtener conclusiones verdaderamente significativas es
necesario estudiar también algunos sistemas fisicos, tanto complejos (de muchos gra-
dos de libertad) como simples (de pocos grados de libertad). En este trabajo hemos
escogido el nicleo atémico 2*Mg como representante de los sistemas de muchos gra-
dos de libertad, y hemos utilizado el modelo de capas con interacciones realistas para
calcular su espectro. A continuacion, hemos estudiado las fluctuaciones de diferentes
subespectros con distinto momento angular; hemos concluido que en todos los casos
éstas son del tipo ruido 1/f. Ademas, hemos caracterizado el nicleo como un todo,
calculando el espectro de potencias medio para todas las secuencias con indepen-
dencia de su momento angular; nuevamente hemos obtenido que las fluctuaciones
del ?*Mg constituyen un ruido 1/f.

En dltimo lugar en lo que se refiere a la caracterizacion de las fluctuaciones de
los sistemas caoticos e integrables, hemos estudiado dos billares cuanticos, ya que
estos sistemas se consideran el paradigma del caos en mecénica cuéntica. Como re-
presentante de los billares integrables hemos escogido un billar rectangular tal que
la razén entre sus lados es irracional. El anélisis estadistico de sus fluctuaciones
muestra que éstas constituyen un ruido 1/f2, pero sélo a frecuencias suficientemen-
te altas; a bajas frecuencias el resultado numérico esta por debajo del esperado. El
estudio del billar en aproximacién semicléasica permite comprender el porqué de es-
tas anomalias: las bajas frecuencias se corresponden con grandes escalas de energia
para las cuales, bien no existen, bien existen muy pocas érbitas clasicas periddicas;
seglin la aproximacién semiclésica, las fluctuaciones sélo se comportan de manera
universal a escalas en las que hay muchas 6rbitas clasicas peridédicas. El estudio de
la funcién 9§, y su espectro de potencias en funciéon de la energia nos ha permitido
obtener dos importantes conclusiones. En primer lugar, hemos concluido que a ener-
gia suficientemente alta se recupera el comportamiento universal que da lugar a un
ruido 1/f?. En segundo lugar, nuestros resultados muestran que a baja energia es
posible detectar con nitidez la frontera entre la zona universal y la zona de fluctua-
ciones anémalas; hemos comprobado, incluso, que la funcién é,, permite detectar la
contribuciéon individual de las 6rbitas peridédicas de bajo periodo. En consecuencia,
el estudio de un billar integrable nos ha permitido concluir que la funcién §,, no sélo
es util para estudiar el comportamiento universal de las fluctuaciones, sino también
para determinar la regiéon en la que se produce éste y los efectos anémalos que se
producen fuera de la citada region.

Como representante de los billares cadticos, hemos escogido un billar con forma
de estadio, modelado experimentalmente mediante un resonador de microondas. El
resultado principal corrobora lo obtenido en los casos anteriores: las fluctuaciones
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constituyen un ruido 1/f, al menos para frecuencias medias y altas; a frecuencias
bajas aparecen las mismas desviaciones que en el billar rectangular y se identifican
con la misma facilidad que en éste. A pesar de la claridad del resultado, el estudio
estadistico de las fluctuaciones de este billar es bastante méas complicado que en los
casos anteriores: el dispositivo experimental no es capaz de detectar todos los niveles
en una determinada ventana de energia, y la tinica informacién complementaria que
se puede obtener al respecto consiste en determinar, mediante la comparacién con
ciertos modelos teoricos, entre qué dos niveles aparentemente consecutivos ha de es-
tar cada uno de los niveles perdidos. Este inconveniente nos ha permitido estudiar la
sensibilidad de los nuevos estadisticos a este tipo de problemas. El resultado obteni-
do nos permite concluir que tanto la propia funcién J,, como el ajuste de su espectro
de potencias a una ley P(w) o w™® son robustos ante defectos, perturbaciones o
pequenas anomalias en el sistema experimental. Desde un punto de vista préctico,
esta conclusion es de gran importancia, pues da via libre a la aplicaciéon de estas
técnicas en la mayoria de los dispositivos experimentales.

Una vez formulada y contrastada la conclusién principal de esta tesis doctoral,
hemos procedido a estudiar el mismo problema desde un punto de vista teorico.
En el caso de los sistemas integrables, el estudio es bastante sencillo, ya que las
propiedades estadisticas del espectro de energia son las de una secuencia de variables
aleatorias independientes. El calculo del espectro de potencias de la funcion 4,, para
este tipo de secuencias corrobora que los sistemas integrables se caracterizan por un
ruido 1/f?, al menos para frecuencias medias; a frecuencias bajas pueden aparecer
efectos anémalos debido a las orbitas peridédicas de periodo més bajo, y a altas
frecuencias el resultado tedrico se desvia de la ley de potencias. Hemos utilizado un
billar rectangular a muy alta energia para contrastar la féormula teérica (en la que
no se tienen en cuenta los efectos asociados a las 6rbitas de pequefio periodo) y el
acuerdo es excelente en todo el rango de frecuencias: la expresion tedrica reproduce
con exactitud la region autosimilar y las desviaciones a altas frecuencias. Igualmente,
hemos utilizado la colectividad GDE para comprobar los resultados en un sistema
libre de efectos anémalos a baja frecuencia; los resultados corroboran que la teoria
que hemos desarrollado es correcta.

El célculo tebrico del espectro de potencias de la funcién ¢, para un sistema
cadtico es mucho més complicado; las correlaciones entre los niveles, producidas por
la repulsion y que dan lugar a la antipersistencia, lo dificultan sobremanera. En esta
tesis doctoral hemos utilizado la teoria de matrices aleatorias como base para llevar
a cabo dicho calculo; asimismo, hemos comprobado que esta teoria coincide con la
aproximacion semiclésica a escalas en las que las fluctuaciones son universales. Para
contrastar estas expresiones, hemos utilizado en primer lugar las tres colectividades
de matrices aleatorias GOE, GUE y GSE. Los resultados obtenidos muestran que las
aproximaciones realizadas en el calculo son correctas para las colectividades GOE y
GUE; en ambos casos la expresion tedrica reproduce con gran exactitud el resultado
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numérico en todo el rango de frecuencias. Por el contrario, el resultado obtenido
con la colectividad GSE no es tan satisfactorio, ya que la descripcion teoérica sélo es
buena a bajas frecuencias; la razén de este resultado estriba en que la aproximaciéon
K(r) =1, 7 > 1 no es aplicable a esta colectividad. Hemos utilizado también el
niicleo **Na y la realizaciéon experimental del billar de Sinai para comprobar que los
resultados tedricos son aplicables a sistemas fisicos, que pueden adolecer de efectos
an6émalos en determinados rangos de frecuencias. En el caso del **Na el acuerdo es
excelente: la expresién tedrica reproduce los resultados numéricos a lo largo de todo
el rango de frecuencias. Por el contrario, el resultado para el billar de Sinai no es tan
bueno, ya que la descripcion teoérica no reproduce muy bien el resultado numérico,
ni para bajas frecuencias, debido a los efectos anémalos relacionados con las 6rbitas
periodicas més cortas, ni para las altas frecuencias; a pesar de ello, el resultado
puede considerarse muy satisfactorio si se tienen en cuenta todos los problemas que
presentan estos espectros. Ademéas, hemos comprobado que las expresiones tedricas
para todas las colectividades se reducen a un ruido 1/f si se consideran solamente
los términos de primer orden; asi pues, hemos demostrado la conjetura formulada
en el capitulo 4 para el rango de frecuencias medias. En resumen, tomando como
base la teoria de matrices aleatorias, hemos logrado calcular teéricamente una ley
para el espectro de potencias de la funcién ¢,, para sistemas cuénticos cadticos en
el rango universal de fluctuaciones. Este resultado es muy importante desde una
perspectiva mas amplia, ya que existen muy pocos modelos fisicos para los cuales se
ha demostrado tedéricamente que sus fluctuaciones constituyen un ruido 1/f.

Para completar la caracterizaciéon del caos cuantico mediante series temporales,
hemos estudiado también sistemas intermedios entre regularidad y caos. A pesar
de que en mecéanica clasica existe una teoria general para esta transicién, al menos
cerca del régimen de integrabilidad, en mecanica cuéntica no se ha hallado ninguna
propiedad universal que caracterice este tipo de sistemas. Con el fin de determinar
si el punto de vista adoptado en esta tesis doctoral permite encontrar algiin compor-
tamiento universal en la mecanica cuéntica del régimen intermedio hemos estudiado
un sistema fisico y un modelo matemaético.

Como sistema fisico representativo de la transicion hemos elegido el billar de
Robnik, que designa de forma genérica la familia de billares de limagon. El billar de
Robnik es especialmente interesante porque cerca de la integrabilidad se comporta
como un sistema KAM, es decir, sus propiedades clasicas son universales. Los resul-
tados obtenidos muestran que en este sistema la transicion entre regularidad y caos
se manifiesta en las fluctuaciones del espectro de energias en forma de un espectro
de potencias autosimilar, caracterizado por un exponente « que transita suavemen-
te desde o« = 2 hasta a = 1; es posible, por lo tanto, concluir que la aparicién del
caos se manifiesta en un incremento de la antipersistencia, que se hace maxima al
alcanzar el limite caotico. Este resultado es contradictorio con una de las teorias
mas aceptadas a la hora de describir en aproximacién semiclasica la mecéanica cuin-
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tica de los sistemas intermedios: el PUSC (véase capitulo 6), que establece que las
regiones cadtica y regular del espacio de fases dan lugar a subespectros cuanticos
independientes, que se superponen sin correlaciéon para componer el espectro total
del sistema. El resultado que hemos obtenido muestra que, al menos a energia sufi-
cientemente baja, ha de haber alguna correlacién entre los subespectros regulares y
cadticos. Queda para futuros trabajos determinar qué clase de correlacion produce
una ley de potencias con 1 < a < 2 en el espectro de potencias: si es una ley muy
especifica la conclusion seria que el billar de Robnik es un caso muy especial; en caso
contrario, podria concluirse que el ruido 1/f® es caracteristico de sistemas cadticos,
integrables y una buena parte de los que no son ni una cosa ni la otra. Esta ultima
posibilidad seria muy interesante, pues haria del caos cuantico un modelo fisico para
series temporales en todo el rango de antipersistencia, de forma que la intensidad
de ésta determinaria el nivel de caos.

Como modelo tedrico hemos escogido una colectividad de matrices Gaussianas:
el DGOE, que interpola entre la regularidad y el caos. En este caso, los resultados
obtenidos son concluyentes como en el billar de Robnik, pero en un sentido diferente:
en los casos intermedios, las fluctuaciones del espectro de energias no dan lugar a
un ruido 1/f*. Ademés, hemos realizado un anélisis de escala para comprobar la
influencia del tamano de la matriz en los resultados; los resultados nos inducen a
pensar que en el limite de dimensién infinita la transiciéon entre regularidad y caos se
produce de forma brusca, sin estados intermedios. Hemos concluido, en consecuencia,
que la colectividad DGOE no es un buen modelo para estudiar la transicién entre
regularidad y caos, porque no parece reproducir la rica fenomenologia observada en
el billar de Robnik. Asi pues, la pregunta sobre la presencia de los ruidos 1/f* en
los sistemas intermedios sigue en el aire.

Por 1ltimo, hemos estudiado la transicion entre un sistema cadtico, represen-
tado por la colectividad GOE, y un espectro que localmente se comporta como el
de un oscilador arménico, ya que no presenta fluctuaciones espectrales. La base pa-
ra este estudio estd en la existencia de una forma canénica tridiagonal para todo
hamiltoniano cuantico tal que las fluctuaciones de los elementos de matriz en esa
representacién determinan la intensidad de la repulsién de niveles. En este trabajo
hemos partido de la forma canénica de un hamiltoniano GOE y hemos alcanzado un
espectro de oscilador a base de disminuir estas fluctuaciones hasta hacerlas nulas.
Antes de estudiar la funcion 6,, hemos caracterizado la intensidad de la repulsiéon de
niveles en cada estadio de la transiciéon ajustando el estadistico P(s) a una expre-
sion fenomenologica que incluye la intensidad de la repulsion como parametro libre.
El resultado obtenido con la funcién §,, muestra que el aumento de la repulsion de
niveles no cambia la naturaleza de las fluctuaciones espectrales: en todos los casos
estudiados, hasta una repulsién 90 veces superior a la de un GOE, hemos obtenido
un ruido 1/f. La principal conclusién que dimana de este resultado es que la repul-
sion de niveles es la responsable de la antipersistencia en los espectros cuanticos, y
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que la maxima antipersistencia (o« = 1) es una especie de barrera que no se puede
cruzar a base de aumentar la repulsién; matematicamente, este resultado se puede

expresar: ﬂlim a = 1. Esta conclusion es muy interesante porque completa la analogia
— 00

entre un espectro de energias cuintico y una serie temporal que sirvi6 como punto
de partida para todo este trabajo.



Apéndice A
Teoria de matrices aleatorias

En la seccién 2.3.4 de la tesis doctoral se introdujo la teoria de matrices aleatorias
(RMT) como modelo para la descripcion de las fluctuaciones del espectro de ener-
gia de los sistemas cuanticos catticos. En este apéndice incluimos algunos detalles
técnicos que se obviaron entonces para facilitar la lectura.

A.1. Colectividades Gaussianas

Como ya se dijo en la seccién 2.3.4, la RMT se cre6 para describir de forma
estadistica los espectros de los niicleos atémicos pesados. La distincion en tres colec-
tividades (GOE, GUE y GSE) se fundamenta en las tres clases de universalidad que
existen dentro de la ecuacion de Schrédinger clasica [35] y que se manifiestan en las
propiedades fundamentales de simetria del problema. Los hamiltonianos que poseen
simetria bajo inversién temporal y simetria bajo rotaciones pueden representarse por
matrices reales simétricas invariantes bajo el grupo de transformaciones ortogonales;
el mismo tipo de matrices sirve para representar a los sistemas con simetria bajo
inversion temporal y espin entero en los que la invariaciéon bajo rotaciones no se cum-
ple. Los hamiltonianos con simetria bajo inversion temporal con espin semientero
en los que la simetria bajo rotaciones no se verifica pueden representarse mediante
matrices cuaternionicas hermiticas autoduales invariantes bajo el grupo de trans-
formaciones simplécticas. Y los hamiltonianos sin simetria bajo rotaciones pueden
representarse por matrices hermiticas invariantes bajo transformaciones unitarias.
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A.2. Funciones de correlacion

A partir de la distribuciéon de probabilidad para los autovalores (2.67)

Px(Ey, . EN) < [ [ |En = En|” exp (—AZEZ) : (A1)

n>m

se define la funciéon de correlacién a n puntos

Rn(.’El,mQ,...,In):m/ / dl‘n_H...dIN PN(.’El,...,.’EN), (AQ)

que representa la probabilidad de encontrar un nivel entorno a x1,x5...x,, con
independencia de la posicion del resto de los niveles!. Casi todos los estadisticos
espectrales se obtienen a partir de esta magnitud.

A.3. Estadisticos espectrales

La funcién de correlacion a n puntos sirve como base para calcular los estadisticos
espectrales habituales. En esta seccion presentamos los resultados para los estadis-
ticos mas utilizados en la medicién de las correlaciones de corto y largo alcance. El
lector interesado en mas detalles, asi como en la deduccion los citados estadisticos
a partir de la funcion de correlaciéon a n puntos, puede consultar |37].

A.3.1. Correlaciones de corto alcance

El estadistico habitual para la medicion de las correlaciones de corto alcance es la
distribucion de espaciamientos de proximos vecinos P(s). Este estadistico se calcula
a partir de la probabilidad de encontrar varios niveles consecutivos en un intervalo
fijo

N!
A(H,l'l,,ﬂ')n):m//d]}n+1dl']v PN(,Z'l,....Z'N), (A3)

donde la integracion se realiza fuera del intervalo (—6,0) y |z;| <0, j =n+1,...N;
el resto de las variables se encuentran en el interior de dicho intervalo.

A partir de esta magnitud se define la probabilidad de encontrar exactamente n
niveles en un intervalo s = 20 E(n;s)

0 0
E(n;s) = /0---/edac1---da:n lim A(0;zy,...1z,). (A.4)

N—oo

INétese que R;(x) coincide con la densidad de estados.
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La distribucién de espaciamientos de proximos vecinos se calcula a partir de E(0; s),
es decir, de la probabilidad de no encontrar ningtin nivel en un intervalo de longitud
S segun
d2
P(s) = ——=E(0;s). A5
(5) = =75 B(0; ) (A5)
En el caso del GDE, esta magnitud puede calcularse analiticamente; el resultado
es

P(s) = exp(—s). (A.6)

Para el resto de las colectividades, el calculo y el resultado para matrices de dimen-
sion N es muy complejo; por esa razon suele utilizarse en su lugar la conjetura de
Wigner, obtenida para matrices de dimensiéon N = 2, y que resulta una aproximacion
excelente. Los resultados para cada una de las colectividades son:

P(s) = gs exp (—%82) (A7)

para el GOE;

P(s) = 555t exp (——5 ) (A.8)

para el GUE; y

218 64
Pls) = —s*exp [ ——s? A
(s) —35 €xp ( 9. ) (A.9)

para el GSE.

Estas tres expresiones ponen de manifiesto que la repulsion es diferente en las
distintas colectividades, 8 = 1 para GOE, 8 = 2 para GUE y 8 = 4 para GSE.
No existen colectividades de matrices aleatorias que den lugar a repulsiones mas
intensas?.

A.3.2. Correlaciones de largo alcance

Los estadisticos més interesantes para la medicién de correlaciones de largo al-
cance son el factor de forma K(7) y la funcién Az(L). Para el calculo de ambas
magnitudes conviene definir la siguiente funcion

Ys(r) =1 — Ro(r), (A.10)

2Las matrices de Lanczos estudiadas en la seccién 6.3 no pueden considerarse una colectividad
en el mismo sentido que las que se presentan en este apéndice.
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donde r = Ey — E1 y Ro(r) = Ry(FE4, E,). La expresion matematica de Yy(r) se
conoce para las tres colectividades clasicas de matrices aleatorias:

Yar) = (sin(m“)>2+ [ /Too dt sin(mf)] [ d sin(m")] | (A.11)

r 7t dr 7r

para el GOE;

wr

sin(rr)\”
Ya(r) = (—) ) (A.12)
para el GUE; y

Ya(r) = (MY iM/OT g ST (A.13)

2mr Cdr  2mr 2t

para el GSE. En el caso de los sistemas integrables Ys(r) = 0.

Factor de forma

El factor de forma K(7) no es un estadistico muy utilizado para la medicion de
las correlaciones de largo alcance, pero es una magnitud fundamental en el calculo
tedrico de PY. El factor de forma se obtiene a partir de Y3(r) segiin

K(r)=1-0b(7), (A.14)
donde b(7) es la transformada de Fourier de Y3(r).
b(r) = / dr Yy (r) exp(2mikr). (A.15)

Las expresiones para las distintas colectividades de RMT son las siguientes:

27| = |r|In(1+2|7|) |7| <1

1-— 1
A(HE)  misn
para el GOE;
Il Il <1
K(r) = (A.17)
1 |7 >1,

para el GUE; y

1 1
Il + 7 Irlog[1 = || [r] <2
K(r) = (A.18)

1 || > 2,

para el GSE. En los sistemas integrables K (7) = 1 V7.
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Estadistico A;

Las correlaciones de largo alcance se estudian habitualmente mediante el esta-
distico Az(L). Al igual que el factor de forma, este estadistico se puede calcular
directamente a partir de la funcién Ys(r), segin:

L 1
15 15L%

A3(L) = /0 ’ dr (L —r)*(2L? — 9Lr — 3r*)Yy(r). (A.19)

El calculo de este estadistico es bastante complicado. En el caso de sistemas
integrables se conoce su valor exacto:

(A.20)

mientras que para las colectividades de RMT so6lo se conoce su desarrollo asintotico.
Los resultados para estas colectividades son:

1 5
As(L) = — (log(2nL ———— L™t A21
(D)= % (1ostent) +7- 2 - ) + 027 (a.21)
para el GOE;
_ 1 _ -1
As(L) = 5,2 (log(?wL) + v 4) +O(L7) (A.22)
para el GUE; y
1 5 72 1
As(L) = — (log2nL)+~v— -+ — )+ O(L™) (A.23)
472 4 8

para el GSE.






Apéndice B
Transformada de Fourier

La transformada de Fourier es la herramienta de calculo méas utilizada a lo largo
de la presente tesis doctoral. En este apéndice resumimos su base conceptual, asi
como todo tipo de detalles técnicos relativos a su célculo, desde su aplicacion a

procesos estocasticos a su implementaciéon computacional mediante un algoritmo
FFT!.

B.1. Definiciéon de la transformada de Fourier

Dada una funcion f(z) con valores reales o complejos, se define su transformada
de Fourier como

F(w) = /_00 dz f(x)exp(—iwz), (B.1)

o0

de modo que F'(w) esté bien definida si la funcién original f(z) verifica

/oo dz |f(z)] < oo. (B.2)

o0
La transformacion inversa, que permite recuperar f(z) a partir de F(k), es?

f(t) L /00 dw F(w) exp(iwz). (B.3)

T o oo

En mayor parte de esta tesis doctoral, la transformada de Fourier no se aplica
a funciones f(z) continuas, sino a series temporales {x;} discretas y finitas. Para

'Del inglés Fast Fourier Transform.
2l factor % se incluye a veces en la definicién de F'(k) o se reparte entre la transformada directa
y la inversa mediante sendos factores \/%Tr Estas tres definiciones son bésicamente equivalentes.
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este tipo de casos existe una version discreta de la transformada de Fourier definida

segun
2
qu o(-7). (B.4)

donde N es el tamafio de la serie y k € {0,..., N — 1} (k = N produce el mismo
resultado que k = 0); se esta suponiendo, ademés, que g € {0,..., N — 1}, es decir
que la serie de longitud N tiene N valores. La transformada inversa se define

2= \/1—_ NZ T exp (27;3“) (B.5)

donde ¢ € {0,...,N — 1}.

B.1.1. Aplicacién a procesos estocasticos

La transformada de Fourier continua estd definida originalmente para funciones
de modulo integrable, es decir, que verifican la ecuaciéon (B.2). En el caso de que
la funcién f(z) a transformar sea no integrable pero periodica (por ejemplo f(z) =
cos(x)), es posible definir una serie de Fourier que describe la funcion original en
funciéon de un conjunto numerable de frecuencias fj (denominado espectro de la

funcion) segiin
- irkx
= B.

donde L es el periodo y

2L ik
fx = %/0 dz f(x)exp <—Z Lx) . (B.7)

Esta definicién también es aplicable a funciones continuas de soporte compacto [93]

Las dos posibilidades que se acaban de comentar(funciéon de modulo integrable y
funcién periédica) son suficientes para cubrir un amplio rango de problemas; ademas,
en la mayoria de los anéalisis de datos se trabaja con series discretas, que son siempre
de médulo integrable y pueden tratarse como periddicas. Sin embargo, hay ciertas
funciones sencillas, como f(x) = cos(v/2z), que no son periédicas ni integrables.
Para abarcar este tipo de funciones hay que utilizar una extensioén del anéalisis de

Fourier
o0

Flz) = / A7 (w)et (B.S)

—0oQ
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donde w = 27k /N. dZ(w) es

A = k=0,£1,42,...
dZ(UJ) _ kW W, ) ) 3 (Bg)

0 en caso contrario

para una funcién periddica;

dZ(w) = p(w)dw (B.10)

para una funcién no periédica integrable; y
dZ(w) = O(Vdw) (B.11)

para una funcién no periédica y no integrable®.

Esta generalizacion permite aplicar el analisis de Fourier a casi cualquier funcion.
Un ejemplo un poco peculiar lo constituyen los procesos estocésticos, que en general
no son ni periodicos ni de modulo integrable, y que estan determinados mediante
distribuciones de probabilidad; en ellos dZ(w) (o directamente Z(w)) es una variable
aleatoria. Dada la complejidad de Z(w), una forma mucho mas préactica de caracte-
rizar la transformada de Fourier de los procesos estocésticos es mediante el espectro
de potencias, que en este caso se define*

_laz)”

= (B.12)

q(w)

A partir de estas definiciones, él calculo del espectro de potencias de un proceso

estocastico puede realizarse de manera sencilla. Considérese un proceso f(t), definido

en principio para t € (—oo,00) y, por lo tanto, no integrable®. Una realizacion

concreta de dicho proceso tiene una longitud finita, de manera que puede definirse
a partir de ella un nuevo proceso fr(t) segin

flt) =T <t<T

e =44 it > T.

(B.13)

3El objeto O(\/@) es demasiado complejo como para describirlo aqui en detalle. Nétese, no
obstante, la relacién entre v/dw y el periodo irracional del ejemplo propuesto de funcién no periédica
y no integrable.

4Noétese, por ejemplo, que para una sefial no periédica pero integrable dZ(w) = p(w)dw y, por
lo tanto, g(w) = |p((,u)|2 dw.

5Una funcién cualquiera X (t) definida en todo el intervalo ¢t € (—00,00) puede ser integrable;
para ello se requiere que esté bien definida en todo el intervalo y que decrezca lo suficientemente
deprisa en los limites ¢ — +oc. Al hablar de procesos estocésticos no se considera esta posibilidad
porque se suele suponer que sus propiedades estadisticas no varian tan draméticamente con el
tiempo.



176 Transformada de Fourier

Este nuevo proceso resultante es integrable, de modo que podemos aplicar sobre él
el anélisis de Fourier clasico y obtener asi su espectro de frecuencias

o0 = [ dwFrpe (B.14)
[e'e) T
Fr(w) = % /_ dt fr (£t % /_ (e (B.15)

Una vez definido el espectro Frr(w), el siguiente paso es extender su definicién para
t — oo. Esta extensién no puede realizarse tomando simplemente Tlim Fr(w), ya
—

(o]
que el proceso es no integrable y, en consecuencia, Fr(w) — dZ(w). Sin embargo,
el hecho de que esta wltima magnitud sea O(v/dZ) para funciones no integrables
permite definir ,
| Fr(w)]
Q(w) - :,11_1)20 Ta
que coincide con la definicion de ¢(w) introducida con anterioridad.
En consecuencia, el espectro de potencias de una serie discreta considerada como
una realizacién finita de un proceso estocastico infinito puede calcularse de forma
sencilla a partir de una realizacion. Si se dispone de varias realizaciones, el espectro
de potencias del proceso queda caracterizado por

P(w) = (g(w)), (B.17)

P(w) = lim <M> (B.18)

T—o0 2T

El objeto P(w) es el que define al proceso estocéstico y el que hay que tratar de
determinar en la medida de lo posible.

(B.16)

que, formalmente, es

B.1.2. Procedimientos de calculo

En general, el calculo de la transformada de Fourier de una serie temporal se
realiza mediante la ecuacion (B.4), es decir, utilizando la transformada de Fourier
discreta. La implementacion de dicha (B.4) en un ordenador es bastante sencilla. Si
se considera la secuencia {z;} como un vector de N componentes, la transformada
{Zx} queda determinada por otro vector de N componentes

% = Mg, (B.19)

donde M es una matriz cuyas componentes son

2migk
Mjk: = €Xp ( ﬂ-]i'; ) . (BQO)




B.1 Definicién de la transformada de Fourier 177

El célculo de producto Mz es muy sencillo, pero requiere O(N?) operaciones; el
tiempo de computaciéon necesario crece demasiado deprisa con el tamano de la serie
temporal. Cuando la dimension de la matriz M es una potencia de dos es posible
simplificar el proceso de célculo haciendo uso de ciertas propiedades de simetria de
M: el calculo de la transformada de Fourier de una serie de tamano N puede efec-
tuarse mediante el calculo de dos transformadas de longitud N/2 mas N adiciones
y sustracciones; este proceso puede repetirse iterativamente todo lo necesario. El
algoritmo que lleva a cabo este proceso se conoce con el nombre de FFT® y es el que
se utiliza en la mayor parte de la presente tesis doctoral. El desarrollo de versiones
mas generales de este algoritmo permite, ademés, relajar la condicion N = 2¢, lo
que hace posible calcular la transformada de Fourier discreta de casi cualquier se-
rie temporal con una eficacia computacional elevada. En esta tesis doctoral se ha
utilizado un algoritmo aplicable a series de tamano N tal que su factor primo més
grande sea menor o igual que 19 y no contenga més de 20 factores primos incluyendo
repeticiones [61].

A pesar del desarrollo de los algoritmos FF'T, en algunas ocasiones no es posi-
ble utilizarlos; esto ocurre, por ejemplo, cuando la serie original no es de la forma
{z;}, 1 =1,...N, sino que no esta uniformemente muestreada z;,,...,x;,, donde
it < ...<iyyi; € (1,...M), M < N Vj. Cuando esto sucede no queda maés
remedio que generalizar la ecuacion (B.4)

M-1

~ 1 2mikn;
T = —F— Ty, €X , B.21
= i o () (B.21)

o bien utilizar algoritmos analogos a la FFT disenados para tal efecto [94]. En la
presente tesis doctoral hemos recurrido a (B.21) en tales ocasiones.

B.1.3. Muestreo y transformada de Fourier

En las secciones anteriores se han definido la transformada de Fourier continua
(B.1) y su version discreta (B.4) como objetos que se aplican a situaciones diferen-
tes. Todos los calculos numéricos presentados en esta tesis doctoral se han realizado
mediante la version discreta, ya que siempre se ha tratado con series finitas y de
naturaleza discreta; sin embargo, como se explica en el capitulo 5, es necesario recu-
rrir a la version continua para formalizar una teoria que explique dichos resultados
numeéricos. En esta seccion se presentan las herramientas necesarias para pasar de
la transformada de Fourier continua a la transformada de Fourier discreta; también
se demuestra la relaciéon fundamental que hay entre ambas.

Considérese una serie continua z(t), cuya transformada de Fourier es Z(w), y que
se muestrea a intervalos regulares dando lugar a una serie discreta z, = z(t = n).

6Del inglés Fast Fourier Transform.
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Como, en general, la funcién z(t) tiene soporte infinito, la serie x, resultante del
muestreo ha de ser también infinita, de forma que su transformada de Fourier no se
reduce a un conjunto discreto de frecuencias wy sino que es una funciéon continua

o0

T(w) = Z z(n) exp(—iwn), (B.22)

n=-—oo
donde w € (—m,m). En este caso, la transformada inversa es

1 T
Tn =5 dwz(w) exp(iwn). (B.23)
Q -

A partir de estas expresiones es posible obtener el espectro de Fourier de la serie
muestreada a partir del de la funcién continua. La funcién z(t) puede escribirse en
términos de T(w) segin

1
2T

z(t) = /00 dw T (w) exp(iwt). (B.24)

Con el fin de que los limites de las integrales sean finitos, como en (B.23), la ecuacion
anterior puede descomponerse en una suma infinita

27r Z /2m dw T(w) exp(iwt). (B.25)

m=—0Q
Si ahora se sustituye w — w' + mf), donde 2 = 27, el resultado es

Q2 00

/5 dw' exp(iw't) Z Z(iw' + 1mQ) exp (1Qmt). (B.26)

m=—0o0

1
o

z(t) =

El ultimo paso para relacionar esta ecuacion con (B.23) consiste en muestrear el
tiempo z,, = x(t = n). Realizando este muestreo, simplificando el resultado anterior
y denotando w’ = w se obtiene

n = % /_: dw exp(iwn) Z T [i (w+ 2mm)]. (B.27)

m=—0o0

Este resultado se puede aplicar a una serie discreta y finita, de forma que

y?k:%]ffv\(%—i—q). (B.28)
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Asi pues, la relacion entre la transformada de Fourier continua y la transformada
de Fourier discreta no es trivial. Los términos en ¢ # 0 reproducen informaciéon
correspondiente a |w| > 7 en el intervalo de definicion de Ty, lo cual provoca que
la transformada de la serie discreta sea diferente a la transformada continua en el
intervalo equivalente a k =0,..., N — 17.

B.1.4. El teorema de la diferenciacion

El célculo de la transformada de Fourier no sélo sirve como método para es-
tudiar numéricamente las correlaciones en una serie temporal, sino que es también
una herramienta 1til para realizar determinados calculos; por esa razon, resulta muy
conveniente conocer como se manifiestan en el dominio de las frecuencias determi-
nadas operaciones realizadas en el dominio del tiempo o del espacio. En esta seccion
enunciamos el teorema de la diferenciacion, que establece como se manifiesta la deri-
vacion con respecto al tiempo en el dominio de las frecuencias; asimismo enunciamos
el teorema de la integracion, correspondiente a la operacién inversa.

Considérese una funciéon f(x) escrita en funcion de su transformada de Fourier
F(w). La derivada de f(x) se escribe

% (r) = % [/oo dw F(w) exp(iwx)] . (B.29)

—0oQ

Si tanto f(z) como su derivada son transformables de Fourier, la expresion anterior
se reduce a:

2ty = / :dw Fw) (%exp(iwx)) — iw / Zdw Fw)expliws).  (B.30)

En consecuencia, la operacién derivacion en el dominio temporal se corresponde con
una multiplicacién por iw en el dominio de las frecuencias.

%f(x) > iwF(w). (B.31)

De una manera anéloga se puede probar que

/dxf(x) “ _iF(w). (B.32)

W

"Los términos q # 0 reciben en inglés el nombre de alisasing, porque hacen una especie de alias
de lo que ocurre para |w| > 7 en el intervalo k = 0,..., N — 1. Dada la dificultad en la traduccién
del término, en la presente tesis doctoral no nos referiremos a ellos con ningtin nombre concreto.
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Figura B.1: Espectro de potencias de una realizacién de una matriz EGOE(2) sin
promediar, promediando utilizando ventanas en escala logaritmica y promediando a
base de dividir el espectro en 10 secuencias tratadas como independientes.

B.2. El espectro de potencias

Como ya se dijo en la secciéon 3.3, es muy 1util recurrir directamente al espectro
de potencias P(w) = |F(w)|” (0 Py = |Zk|” en su version discreta) para caracterizar
una serie temporal; la principal ventaja sobre la transformada de Fourier es que el
espectro de potencias es una magnitud real. Ademas, el espectro de potencias puede
aplicarse a un proceso estocéstico, representado por diversas realizaciones del mismo,
sin ambigiiedades matemaéticas; eso permite, por ejemplo, definir correctamente el
espectro de potencias de una colectividad de matrices aleatorias.

Una vez obtenida la transformada de Fourier, el calculo del espectro de potencias
es trivial, ya que lo tinico que hay que hacer es calcular el médulo al cuadrado de
la transformada para cada frecuencia. La tnica dificultad importante aparece a la
hora de buscar una ley de potencias en una realizacién de un proceso estocéstico:
la representacion en escala doble logaritmica hace que el ruido se amplifique has-
ta resultar casi imposible determinar con exactitud el valor de la pendiente. Este
fenomeno se conoce con el nombre de musgo espaniolf |95] y se puede solucionar
haciendo algtin tipo de promedio; a lo largo de esta tesis doctoral hemos utilizado
tres posibilidades:

= Si se dispone de méas de una realizacién del proceso, se puede estudiar el
espectro de potencias medio de la colectividad.

8Traduccion literal del inglés Spanish moss.
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= Si la serie es lo bastante larga, se puede dividir en varios fragmentos, calcular
el espectro de potencias de manera independiente para cada uno de ellos y
obtener asi una media como la anterior.

= En el caso de que ninguno de los dos procedimientos anteriores resulte satisfac-
torio, se puede preceder del siguiente modo: una vez escritos los datos en forma
logaritmica, se divide el rango de frecuencias logk € [0, ...,log(N —1)] en M
fragmentos de igual longitud y se presenta solamente un punto representativo
por cada fragmento (por ejemplo, su valor medio).

En la figura B.1 se muestra el espectro de potencias de una matriz EGOE (véase
capitulo 4). La curva superior (circulos blancos) corresponde al espectro de potencias
sin ningin tipo de promediado; se puede apreciar que las fluctuaciones con respecto
a la tendencia media (linea recta) son demasiado grandes. La curva central (trin-
gulos blancos) corresponde al tercero de los promedios que se acaban de presentar;
la tendencia es la misma que en el caso anterior, pero las fluctuaciones apenas en-
sucian el resultado. La curva inferior (circulos negros) corresponde al segundo de
los métodos de promedio; al igual que en el caso anterior, la tendencia sigue siendo
la misma, pero la serie resultante es mucho més corta, lo que dificulta un poco la
obtencién de conclusiones.






Apéndice C
Proceso de reescalado

Segun se vio en el primer capitulo, la densidad de estados de un sistema cuantico
se divide en una parte suave g(E) y una parte fluctuante g(E). El estudio de las
fluctuaciones estadisticas del espectro como traza del caos en mecénica cuéntica se
basa en que g(E) presenta propiedades universales, que dependen solamente de si
el sistema es cadtico o integrable. Para abordar dicho estudio es necesario remover
la contribuciéon de gG(F) en el espectro, lo cual se consigue reescalando el espectro
globalmente de modo que g(F) = 1. En este apéndice describimos los aspectos
técnicos del proceso de reescalado; nos centramos en como proceder cuando no existe
una expresion analitica para la parte suave de la densidad de estados.

C.1. Definicién del proceso de reescalado

La forma maés sencilla y eficaz de remover la contribucion de g(FE) en el espectro
es transformando la secuencia de niveles {E;} en una nueva secuencia adimensional

{e} —
EZ—)GZ:N(EZ), 7,:]_,,N, (C]_)

donde N es la dimension del espectro y N(FE), siguiendo la notacién introducida en
[38], es

N(E) = / d(z). (C.2)

—0o0

C.2. Calculo analitico de N(E)

En algunos sistemas es posible calcular una expresiéon analitica para la parte
suave de la densidad, de forma que la extraccién de la parte fluctuante del espectro
se realiza de forma sencilla y sin ambigiiedades.
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» Las colectividades de matrices aleatorias siguen una ley semicircular [37].

= Los billares en dos y tres dimensiones verifican la ley de Weyl, que es una
generalizacion de la ecuacion (2.34) [26].

= En los niicleos atémicos, la densidad de estados se describe bastante bien
con la féormula empirica de Bethe [96]. Sin embargo, los célculos basados en
modelo de capas no reproducen bien esta expresion, ya que so6lo se consideran
en el calculo un nimero finito de estados de particula independiente. En estos
casos suelen utilizarse Gaussianas corregidas [97] o expresiones un poco més
sofisticadas [98]. No obstante, ninguno de estos procedimientos se libra de
ciertos problemas en los bordes, de forma que éstos suelen eliminarse para el
proceso de reescalado y el consiguiente estudio estadistico.

En otras ocasiones no es posible realizar el célculo exacto de forma analitica,
pero si una buena aproximacién, de modo que el trabajo se reduce al ajuste de un
conjunto pequeno de parametros libres; los métodos presentados en [97] y [98] son
de este tipo.

C.3. Aproximacion de N(E)

En muchas ocasiones los métodos analiticos no permiten obtener una expresion
para la densidad de estados, ni siquiera de forma aproximada; cuando esto ocurre,
no queda mas remedio que calcular N(E) directamente a partir del espectro, sin
ninguna informacién adicional. Este problema es en general muy complejo, ya que
nunca es posible discernir con toda exactitud qué procede de la parte suave y qué
de la parte fluctuante. A lo largo de las tltimas décadas se han propuesto muchos
métodos diferentes, cuya eficacia depende en la mayoria de las ocasiones del sistema
que se esté estudiando; una revisién critica de algunos de estos métodos puede
encontrarse en [40].

Siempre que ha sido necesario, en esta tesis doctoral hemos calculado N (E) ajus-
tando el espectro mediante el método de minimos cuadrados a funciones ortogonales,
concretamente a polinomios de Chebyshev. A continuacion describimos los detalles
del proceso, utilizando como espectro prueba el de una matriz GOE de dimensién
N =10000.

Una vez obtenido el espectro del sistema, el proceso de reescalado comienza con
el calculo de N(FE), que tiene forma de escalera. En la figura C.1 se representa dicha
funcién para los primeros niveles del espectro prueba; en ella se puede apreciar que
la forma global de la escalera es curva y que el tamano de los escalones disminuye al
aumentar la energia; el objetivo del reescalado consiste en eliminar estos dos efectos.
A partir de N(E) puede obtenerse una buena aproximacién para N(E), ajustando
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Figura C.1: Funcién N(E) para los primeros niveles de un espectro GOE de dimen-
sion N = 10000.

la primera mediante una funcién suave, que no tiene en cuenta las irregularidades
de los escalones, sino su forma global. La funcién suave escogida es un desarrollo en
polinomios de Chebyshev [61]

2007y (Z) + a1 (T) + T (T) + - . . + 0, T;(Z), (C.3)

donde T}(Z) es el polinomio de Chebyshev de primer orden de grado j y T es la
energia E normalizada a un rango (—1, 1) segin
2F — Emaw - Emm

T = . C4
’ Emaa: - Emin ( )

En la figura C.2 se presenta la funcién N(e) para el espectro reescalado; en ella se
ve que ahora su forma global es rectilinea y que el tamano de los escalones no varia
con la energia.

El principal problema a la hora de realizar el ajuste es la seleccién del orden 7 del
polinomio de Chebyshev: un orden demasiado pequefio no permite ajustar la forma
global con suficiente exactitud, mientras que un orden demasiado grande produce
efectos espurios, al considerar como parte suave las fluctuaciones de periodo mas
grande. Un primer requisito del proceso de reescalado consiste en que el espacia-
miento medio cumpla < s >~ 1, de modo que pueden descartarse aquellos ajustes
que den lugar a un < s > alejado de la unidad. En la tabla C.1 se adjuntan los va-
lores de < s > resultantes del reescalado con polinomios de Chebyshev de diferente
orden 7; en ella se ve que el resultado empieza a ser bueno a partir 7 = 5 y que en
general mejora al aumentar el orden.
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Figura C.2: Funcion N(e) para los primeros niveles reescalados de un espectro GOE

de dimension N = 10000.

Orden | < s>
3 0.93425
5 0.99358
10 1.00280
20 1.00013
40 1.00014
80 0.99999

Tabla C.1: Valor del espaciamiento medio < s > para un espectro GOE reescalado
con polinomios de Chebyshev de diferente orden.
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El criterio < s >~ 1 marca una cota inferior para el orden del polinomio, pero
no aporta ninguna informacion sobre los efectos espurios que se producen con érde-
nes demasiado elevados; en todo caso induce a seleccionar un orden razonable, por
ejemplo el menor que satisfaga una cierta precision.

Para encontrar un criterio mas cuantitativo es mejor acudir a las correlaciones
de largo alcance, ya que éstas son mucho més sensibles al proceso de reescalado que
el valor medio o la distribucion de espaciamientos [40]. En la figura C.3 se muestra
la funcién é,, para el espectro prueba reescalado con los mismos polinomios que en el
calculo anterior. Una simple inspeccion visual es suficiente para descartar los 6rdenes
3y 5: en estos casos, la funcion J,, muestra desviaciones suaves con respecto a su valor
medio, que proceden, sin duda, de la parte suave de la densidad de estados. Todos
los 6rdenes superiores, sin embargo, son bastante parecidos: apenas se nota una
disminucion en la amplitud de las fluctuaciones, asi como una mayor concentracion
en torno al valor medio; en principio no hay nada que incite a escoger uno de ellos.

La figura C.4 muestra el espectro de potencias de la funcion 6, correspondiente
a los casos anteriores; en cada grafica se adjunta la recta correspondiente al ajuste
por minimos cuadrados del espectro reescalado con un polinomio de orden 10. El
resultado para los dos primeros casos confirma la conclusion obtenida con la simple
inspeccion visual de la funcién é,,: la presencia de términos procedentes de la parte
suave de la densidad produce un resultado espurio en el espectro de potencias. La
aportacion fundamental del estudio de las correlaciones de largo alcance se observa
en oOrdenes superiores. Los resultados obtenidos ponen claramente de manifiesto
que un orden demasiado elevado también produce efectos espurios en la estructura
de correlacion; en particular, las fluctuaciones de baja frecuencia (o alto periodo)
tienden a desaparecer al aumentar el orden. La explicaciéon de este fenémeno es
sencilla: si el orden del polinomio es demasiado grande, éste no sblo ajusta la forma
global de la densidad de estados, sino también las fluctuaciones de periodo més
grande, que son las més suaves; segiin se va aumentando el orden, el periodo méximo
ajustado con el polinomio es cada vez més pequeno.

A la vista de todo lo anterior, el criterio para seleccionar el orden del polinomio
de reescalado es bastante sencillo: éste ha de dar lugar a un valor medio del espacia-
miento < s >~ 1 y no ha de alterar la estructura de correlaciones. Este criterio, sin
embargo, no es siempre facil de aplicar. En el caso del espectro prueba que hemos
utilizado a lo largo de todo el apéndice, parece evidente que el orden 10 es el més
apropiado: el espectro de potencias es de la forma S(k) o k7 con o & 1 y no se
producen grandes anomalias a baja frecuencia. En otros casos, en cambio, puede
ocurrir que no haya fluctuaciones de baja frecuencia', o que el espectro de potencias
presente desviaciones fisicas con respecto a S(k) oc £~*. Una posible solucion puede

1Como se vio en los capitulos 1 y 3, la fluctuacién de méas baja frecuencia esti asociada a la
orbita, periddica de periodo mas corto.
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Figura C.3: Funcién 6, para una matriz GOE reescalada utilizando polinomios de

Chebyshev a los 6rdenes que se indican.
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Figura C.4: Espectro de potencias de la funcién 4,, para una matriz GOE reescalada
utilizando polinomios de Chebyshev a distintos 6rdenes. La linea continua representa
el ajuste por minimos cuadrados a una ley P (k) oc k= del espectro reescalado con
un polinomio de orden 10.
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consistir en seleccionar un orden a partir este tipo de analisis y repetir el calculo a
continuacién en un entorno pequeno de dicho orden: si las anomalias globales o de
baja frecuencia se deben a efectos fisicos deben permanecer invariables al cambiar
el orden del polinomio de reescalado; en caso contrario, los efectos espurios han de
estar relacionados directamente con este proceso.
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