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TEORTEORÍÍA DE MATRICES ALEATORIASA DE MATRICES ALEATORIAS

MotivaciMotivacióón histn históórica: Interpretacirica: Interpretacióón de los niveles muy excitados de los nn de los niveles muy excitados de los núúcleos    cleos    
pesadospesados

No se puede aplicar el modelo de capas: No se puede aplicar el modelo de capas: ¿¿ Alguna otra teorAlguna otra teoríía?...a?...
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Dado el desconocimiento de los detalles de la interacciDado el desconocimiento de los detalles de la interaccióón nuclear, realizamos una n nuclear, realizamos una 
descripcidescripcióón estadn estadíística (La teorstica (La teoríía de matrices aleatorias es una a de matrices aleatorias es una ““claseclase”” de Fde Fíísica sica 
EstadEstadíística)stica)
No nos interesan las propiedades de un espectro nuclear en concrNo nos interesan las propiedades de un espectro nuclear en concreto, sino propiedades eto, sino propiedades 
que caractericen al conjunto de espectros nucleares (muchos sistque caractericen al conjunto de espectros nucleares (muchos sistemas distintos)emas distintos)

¿¿SerSeríía posible una teora posible una teoríía en la que renunciemos al conocimiento del sistema mismo?a en la que renunciemos al conocimiento del sistema mismo?

En esta idea se basa la En esta idea se basa la TEORTEORÍÍA DE MATRICES ALEATORIAS (RMT)A DE MATRICES ALEATORIAS (RMT)
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¿¿Por quPor quéé matrices?                                  Representarmatrices?                                  Representaráán los hamiltonianos de los sistemasn los hamiltonianos de los sistemas
¿¿Por quPor quéé aleatorias?                                 Desconocemos como ialeatorias?                                 Desconocemos como interactnteractúúan las partan las partíículasculas
¿¿Por quPor quéé una colectividad?                      Consideramos una colectividad?                      Consideramos ““todas las interacciones posiblestodas las interacciones posibles””

QuizQuizáá mmáás importante: s importante: ¿¿Son verdaderamente aleatorias estas matrices?Son verdaderamente aleatorias estas matrices?

BREVE JUSTIFICACIÓN:

¡NO!Nos preguntamos: Nos preguntamos: ¿¿CuCuááles son los sistemas (matrices) posibles?les son los sistemas (matrices) posibles?

Aquellos que cumplan:   1Aquellos que cumplan:   1-- Adecuarse a la simetrAdecuarse a la simetríía del problemaa del problema

22--DistribuciDistribucióón de mn de mááxima incertidumbrexima incertidumbre
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TIPOS DE COLECTIVIDADES:TIPOS DE COLECTIVIDADES:

Colectividad Gaussiana:Colectividad Gaussiana:
GOE: Matrices reales y simGOE: Matrices reales y siméétricas; invariantes bajo rotaciones y bajo inversitricas; invariantes bajo rotaciones y bajo inversióón temporal.n temporal.
GUE: Matrices complejas y hermGUE: Matrices complejas y hermííticas; no son invariantes bajo inversiticas; no son invariantes bajo inversióón temporal.n temporal.
GSE:  Matrices hermGSE:  Matrices hermííticas y autoduales; invariantes bajo inversiticas y autoduales; invariantes bajo inversióón temporal.n temporal.
GDE: Matrices diagonales y reales; Aplicable a sistemas integrabGDE: Matrices diagonales y reales; Aplicable a sistemas integrables.les.

Colectividad de Ginibre:Colectividad de Ginibre:
CGE:  Matrices aleatorias complejas.CGE:  Matrices aleatorias complejas.
SGE:   Matrices aleatorias simplSGE:   Matrices aleatorias simpléécticas.cticas.
RGE:  Matrices aleatorias reales.RGE:  Matrices aleatorias reales.
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Pero, Pero, ¿¿por qupor quéé se utilizan tanto las colectividades gaussianas?se utilizan tanto las colectividades gaussianas?

1.1.-- Poseen simetrPoseen simetríías, al igual que muchas, al igual que muchíísimos sistemas fsimos sistemas fíísicos.sicos.

2.2.-- Son hermSon hermííticas, como debe ser todo observable cuticas, como debe ser todo observable cuáántico.ntico.

3.3.-- La necesidad de interpretar parte del espectro de una matriz La necesidad de interpretar parte del espectro de una matriz 
como parte del espectro energcomo parte del espectro energéético de un sistema ftico de un sistema fíísicosico

AsAsíí pues, pues, ¿¿QuQuéé es lo mes lo máás importante de una matriz aleatoria?s importante de una matriz aleatoria?

Su espectro de autovalores                       espectro energSu espectro de autovalores                       espectro energééticotico
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Tras este resumen, se esconde una teorTras este resumen, se esconde una teoríía muy formal, de intera muy formal, de interéés matems matemáático en stico en síí
misma, que encuentra aplicacimisma, que encuentra aplicacióón en las ramas mn en las ramas máás insospechadas de la fs insospechadas de la fíísica y las sica y las 
matemmatemááticasticas……

Sólidos desordenados

Gravitación cuántica en 2D

Transición de fase quiral en QCD

Lattice QCD

Ceros no triviales  de la función Zeta de Riemman

…

Caos cuántico
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: distribuci: distribucióón de probabilidad de los elementos de matriz.n de probabilidad de los elementos de matriz.

Cumple las siguientes condiciones:Cumple las siguientes condiciones:

1.1.--

2.2.--

),...,( 11 mmHHp

)',...,'(),...,( 1111 mmmm HHpHHp =

)()...()(),...,( 121111 mmmm HpHpHpHHp =

La única forma funcional que cumple esto es:

( ))()(exp),...,( 2
11 HATrHBTrCHHp mm −−=

¿¿CCóómo es esta probabilidad en otra base?mo es esta probabilidad en otra base?

: dis: distribucitribucióón de probabilidad de autovaloresn de probabilidad de autovalores

= 0, 1, 2, 4 para GDE, GOE, GUE y GSE respectivamente= 0, 1, 2, 4 para GDE, GOE, GUE y GSE respectivamente
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Una vez tenemos estoUna vez tenemos esto…¿…¿QuQuéé hacemos?        hacemos?        

II-- Densidad de autovaloresDensidad de autovalores

IIII-- Fluctuaciones respecto a la densidad  mediaFluctuaciones respecto a la densidad  media

IIIIII--Correlaciones entre autovaloresCorrelaciones entre autovalores

Densidad de autovalores: )()()( EEE flsc ρρρ += ∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= +

op
opopfl ESiEAE )(exp)(1)( 1 ηημρ

Estudio de las fluctuaciones; a través de las correlaciones: 

De corto alcance, P(s), de largo alcance,      , y más…3Δ

Wigner calculó la  P(s) para GOE GUE y GSE, con iiis εε −= +1 y, ¿qué obtuvo?
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Un par de ejemplitos numUn par de ejemplitos numééricos y fricos y fíísicossicos
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AplicaciAplicacióón por excelencia:n por excelencia: CAOS CUÁNTICO

¿Por qué matrices aleatorias para estudiar el caos?

Caos clásico:      Estudiamos la divergencia exponencial de las trayectorias

Caos cuántico:  ¿Estudiamos la trayectoria?¿La evolución de las funciones de onda?...

Finalmente estudiamos el espectro de energía

Caos cuCaos cuáántico: ntico: Estudio de los sistemas cuEstudio de los sistemas cuáánticos cuyos annticos cuyos anáálogos cllogos cláásicos son casicos son caóóticosticos

Paradigma del caos cuParadigma del caos cuáántico: Los billares cuntico: Los billares cuáánticosnticos

PartPartíícula confinada en una barrera de potencial infinito: Estudiamos cula confinada en una barrera de potencial infinito: Estudiamos ananáálogos culogos cuáánticos de billares clnticos de billares cláásicossicos
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¿Qué le ocurre a un billar clásicamente caótico en el régimen cuántico?

En búsqueda de una huella del caos…

(1984)- Bohigas, Giannoni, Schmit                     Conjetura BGS

“Las fluctuaciones espectrales de sistemas cuánticos invariantes bajo inversión temporal 
cuyos análogos clásicos son sistemas caóticos son fluctuaciones tipo GOE”

¡La parte fluctuante es universal!
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COLECTIVIDAD DE GINIBRE: MATRICES ALEATORIAS COMPLEJASCOLECTIVIDAD DE GINIBRE: MATRICES ALEATORIAS COMPLEJAS

Eliminamos el requisito de la hermiticidad para el caso del GUE Eliminamos el requisito de la hermiticidad para el caso del GUE 
La distribuciLa distribucióón de autovalores se encuentra en un disco distribuidos en el plan de autovalores se encuentra en un disco distribuidos en el plano complejono complejo
No tienen ninguna simetrNo tienen ninguna simetríía; a; ¡¡son totalmente aleatorias!son totalmente aleatorias!
¿¿Pueden describir sistemas fPueden describir sistemas fíísicos?... quisicos?... quiéén saben sabe

Nuestro trabajo consistirNuestro trabajo consistiráá en:en:

Estudiar la colectividad de forma teórica (distribución de autovalores, P(s),…) 

Estudiar la colectividad mediante algoritmos numéricos

Verificar si se cumplen las leyes teóricas

Interpretar los resultados obtenidos
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COLECTIVIDAD DE GINIBRE: MATRICES ALEATORIAS COMPLEJASCOLECTIVIDAD DE GINIBRE: MATRICES ALEATORIAS COMPLEJAS

Fundamento teórico:

La distribución de probabilidad de autovalores es similar a la calculada para el GUE
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Pero la constante de normalización ya no se calcula igual

Mayor complejidad matemática: Usaremos álgebra de Grassman
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La densidad de autovalores se calcula integrando la distribuciLa densidad de autovalores se calcula integrando la distribucióón de probabilidad anterior:n de probabilidad anterior:
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Donde               representa la expansión en serie de Taylor de la exponencial a orden N

Veamos qué pasa en el límite               :
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Cuando                 los autovalores cubren el disco de radio con densidad constante
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IsotropIsotropíía: a: invariancia bajo rotacionesinvariancia bajo rotaciones 0=ξ 4
πξ =

2
πξ =

4
3πξ =

u

2u

3u

4u

5u

6u

7u

8u

9u

10u 1,016281,013131,017061,01628

-0,00669-0,000140,001410,0012

1,013261,008711,011051,01088

-0,000870,000060,000920,00018

1,007991,005341,006411,00654

0,000460,000190,000520,00018

1,003911,002851,003081,00326

-0,000160,000230,00025-0,00012

1,001201,001081,000971,00110

0,000050,000140,000150,00007

900x900
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Homogeneidad: Calculamos la derivada numérica de la densidad acumulada
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Matrices 1600x1600

La densidad decae en la zona de transición como la función error  complementaria:
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DistribuciDistribucióón a primeros vecinosn a primeros vecinos

Pasamos a calcular la distribuciPasamos a calcular la distribucióón de espaciamientos: Probabilidad de que un autovalor tenga n de espaciamientos: Probabilidad de que un autovalor tenga 
a su vecino mas pra su vecino mas próóximo a una distancia ximo a una distancia ““ss””

ds
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Este resultado es para matrices 2x2

Se puede generalizar a matrices arbitrariamente grandes

A partir de N=20 las 
curvas están en 

excelente acuerdo con 
el desarrollo asintótico
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Comparación P(s) GUE y P(s) Ginibre;     Comparación Poisson en 1D y 2D

¿¿Podemos hablar de repulsiPodemos hablar de repulsióón en la colectividad compleja?n en la colectividad compleja?

1 dimensión 2 dimensiones
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¿¿QuQuéé son espaciamientos a primeros vecinos en 2 dimensiones?son espaciamientos a primeros vecinos en 2 dimensiones?

1 dimensión

2 dimensiones

Así se ha calculado P(s)

¿…?
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CONCLUSIONES:CONCLUSIONES:

Los datos numLos datos numééricos se ajustan muy bien a las leyes tericos se ajustan muy bien a las leyes teóóricas: ricas: 

II-- DistribuciDistribucióón de probabilidadn de probabilidad

IIII-- Densidad de autovalores: IsotropDensidad de autovalores: Isotropíía, homogeneidad.a, homogeneidad.

IIIIII-- P(s) P(s) y acumulada, y acumulada, I(s)I(s)

No podemos establecer una analogNo podemos establecer una analogíía sencilla con las colectividades cla sencilla con las colectividades cláásicas:sicas:

II--¿¿QuQuéé son primeros vecinos en esta colectividad?son primeros vecinos en esta colectividad?

IIII--¿¿QuQuéé quiere decir repulsiquiere decir repulsióón?n?

IIIIII-- No hay sistemas fNo hay sistemas fíísicos sencillos para la aplicacisicos sencillos para la aplicacióón n 
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Estudio de la Estudio de la P(s)P(s) a partir de la nueva a partir de la nueva 
definicidefinicióón n ““primeros vecinosprimeros vecinos””
Estudio de las correlaciones a largo alcanceEstudio de las correlaciones a largo alcance

PRÓXIMOS OBJETIVOS Y POSIBLES APLICACIONES:

¿Movimiento browniano?

Matrices de dimensiMatrices de dimensióón variablen variable ¿¿Rayos cRayos cóósmicos?smicos?

Frontera de la distribuciFrontera de la distribucióón de autovaloresn de autovalores ¿¿Multifractales?Multifractales?

¿¿PodrPodríían describir un sistema cuan describir un sistema cuáántico?                         ntico?                         TeorTeoríía de campos a T finitaa de campos a T finita
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